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Leccion 1

Calculo diferencial en R"

1.1. Estructura euclidea y topologia de R”

Como sabes, R" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamada base candnica

formada por los vectores {ej,es,...,e,} donde ex es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugar k que es igual a 1. Dados dos vectores x = (x1, X2, ..., X;)
y = (Y1, Y2, - .. ,Yy) se define su producto escalar a por:

n

<X|y>:2xkyk=x1y1 + XY + 00+ Xl
k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo. Observa que el producto escalar de
dos vectores no es un vector sino un nimero real. La notacién x.y es frecuentemente usada en
los libros de Fisica para representar el producto escalar de los vectores x e y.

Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen facilmente de la definicién:
° <x | y> = <y | x> para todos x,y € R" (simetria).

. <a/x + By | z> =a <X | z> +8 <y | z> para todos , B€R y para todos X, y,zeR" (linealidad).

La norma euclidea de un vector x se define por

Il = /(x|x) = gxg

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todos x,y eR" se verifica que |<x | y>| < ||| |Iyll. Ademds, supuesto que X e y no son nulos,

la igualdad |<X | y>| = |Ix|| lyll equivale a que hay un niimero A€R tal que x = Ay (es decir, los
vectores X e 'y estan en una misma recta que pasa por el origen).

Desigualdad triangular.

Para todos x,y € R" se verifica que ||x +y|| < |X|| + |lyll. Ademds, supuesto que X e y no son
nulos, la igualdad ||x + y|| = |[x|| + |lyl| equivale a que hay un niimero A > 0 tal que X = 1y (es
decir, los vectores X e y estdn en una misma semirrecta que pasa por el origen).

1.1 Definicion. Se dice que los vectores x e y son ortogonales, y escribimos x L y, cuando
su producto escalar es cero. Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores
E c R" cuando x es ortogonal a todo vector en E. Un conjunto de vectores no nulos que
son mutuamente ortogonales se dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, ademads,
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Ejercicios propuestos 2

los vectores tienen todos norma 1 se dice que es un conjunto ortonormal de vectores. Una
base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se llama una base ortogonal
(ortonormal).

Si x e y son vectores no nulos, el vector

—

X | y>
Hy(x) =Ty

(rl¥)

se llama proyeccion ortogonal de x sobre y.

Puedes comprobar que el vector x — [[(x) es ortogonal a y. En particular, si y es un vector
unitario (de norma 1) entonces el vector x — <x | y> y es ortogonal a y.

1.1.1. Ejercicios propuestos

1. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecuacion <x -y | x—A4 y> = 0, en la que A es un niimero
real arbitrario y X e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo
grado en la variable A. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores
o iguales que cero (;,por qué?) lo que proporciona informacién sobre su discriminante.

1. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas euclideas es elevar
al cuadrado. La desigualdad [x +y|* < (||| + Iyl )2 es equivalente a la desigualdad

triangular pero es muy ficil de probar desarrollando el término |x + y||> = <x +y | X + y>
y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

2. Teorema de Pitagoras. Prueba que los vectores x e y son ortogonales si, y solo si,
2 2 2
lIx -+ yII* = [IxII" + llyll”.

3. Prueba que el vector x — [],(x) es ortogonal a y.

1.2 Definicion. Dados dos vectores X e y, el nimero ||x — y|| se llama la distancia (euclidea)
entre xey.
e Dados xeR"y r > 0, definimos B(x,r) = {yeR" : ||x —y|| < r}.

e Un conjunto £ c R" se dice que es un conjunto abierto si para todo punto x € E se
verifica que hay un nimero ry > 0 tal que B(x, ry) C E. Por convenio, el conjunto vacio, @, se
considera abierto.

e Es fécil comprobar que los conjuntos de la forma B(x, ) son conjuntos abiertos. El con-
junto B(x, r) se llama bola abierta de centro x y radio r.

e Un conjunto F' C R" se dice que es un conjunto cerrado si su complemento R” \ F es un
conjunto abierto.

e DadosxeR"y r > 0, definimos B(x,r) = {yeR" : ||x — y|| < r}. Es facil comprobar que
B(x, r) es un conjunto cerrado. Se llama bola cerrada de centro x y radio r.
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Ejercicios propuestos 3

e Sedice que un conjunto E C R” es acotado cuando hay un nimero M > 0 tal que ||x|| < M
para todo xe E.

e Sedice que un conjunto K ¢ R” es compacto cuando es cerrado y acotado.

e Sea E c R". Decimos que un punto xeR” es adherente al conjunto E si toda bola abierta
centrada en x tiene puntos de E. El conjunto de todos los puntos adherentes a E se llama la
adherencia de E y se representa por E.

e Sea E c R". Decimos que un punto x€R” es un punto de acumulacion del conjunto E si
toda bola abierta centrada en x tiene puntos de E distintos de x. El conjunto de todos los puntos
de acumulacién de E se llama la acumulacion de E y se representa por E’.

e Sea E c R”". El conjunto de todos los puntos adherentes a E 'y a R" \ E se llama la frontera
de E y se representa por Fr(E).

e Sea E Cc R". Decimos que un punto x€ E es un punto interior al conjunto E si hay alguna
bola abierta centrada en x contenida en E.

e DadosxeR"yr > 0,el conjunto S(x,r) = {yeR" : ||x — y|| = r} se llama esfera de centro
x y radio r.

e Representaremos por I1; la aplicacion IT; : R" — R que a cada vectorx = (x1, x2,...,X,) €
R" hace corresponder su coordenada j-ésima en la base candnica.

IT;(x) = I ;((x1, X2, . . ., X)) = X

Las aplicaciones I}, 1 < j < n, asi definidas se llaman las proyecciones candnicas.

1.1.2. Ejercicios propuestos

. Prueba que B(x, r) es un conjunto abierto.
. Prueba que todo conjunto abierto es unién de bolas abiertas.
. Prueba que la interseccién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

. Prueba que la unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

L XS A

. Prueba que B(x, r) es un conjunto cerrado.
9. Prueba que la interseccién de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
10. Da ejemplos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados.

11. Prueba que E=EU Fr(E).

1.1.3. Sucesiones en R”

1.3 Definicién. Una sucesion {x,,} de puntos de R" se dice que es convergente si hay un vector
xeR" tal que ||x,,, — x|| — 0. En tal caso escribimos lim,,—,.{X;,} = X 0, simplemente, {x,,} — X
y decimos que x es el limite de la sucesion {x,,}.

Una sucesidn {x,,} de puntos de R” se dice que es acotada si hay un nimero M > 0 tal que
[X,|l < M para todo meN.
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Campos escalares. Continuidad y limite funcional 4

Teniendo en cuenta la desigualdad

n

max {lxe —uyl 1 <k <np <|lx =yl < Z|xk — Yl (1.1)
k=1

Se deduce facilmente que {x,,} — X si, y s6lo si, {I1;(x,,)} — II;(x) para (1 < j < n), esto es,
la convergencia en R” equivale a la convergencia por coordenadas.

1.4 Teorema (Teorema de Bolzano — Weierstrass). Toda sucesion acotada de puntos de R"
tiene alguna sucesion parcial convergente.

1.5 Teorema (Caracterizacion de los conjuntos compactos). Un conjunto E C R" es com-
pacto si, y solo si, toda sucesion de puntos de E tiene alguna sucesion parcial que converge a
un punto de E.

1.2. Campos escalares. Continuidad y limite funcional

Reciben el nombre de campos escalares las funciones definidas en subconjuntos de R”
que toman valores en R. Un campo escalar es, por tanto, una funcién real que depende de n
variables.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, una funcion real de variable real; un
campo escalar de dos variables es una funcién definida en un subconjunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es una funcién definida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se pueden visualizar por medio de sus repre-
sentaciones gréficas que son, respectivamente, curvas en el plano o superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres 0 mds variables porque sus gréficas estdn en
espacios de dimensién mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual que lo hacemos
con las funciones reales.

1.6 Definicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto £ C R" y sea a€ E. Se dice
que f es continuo en a si para todo € > 0 existe un ¢ > 0 tal que se verifica ||f(x) — f(a)]| < &
siempre que XeE y [x — a|| < e.

Se dice que f es continuo en un conjunto A C E si f es continuo en todo punto a€A.

Un ejemplo de campo escalar continuo lo proporcionan las proyecciones canénicas I1; pues
se tiene que
ITL;(x) — IL;(y)l = |xj —yil < IIx =yl

de donde se deduce enseguida la continuidad de IT;.

1.7 Proposicion. a) Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E C R", se
verifica que los campos escalares f + g y f g son continuos en todo punto de E donde f y g
sean continuos. Y si f no se anula en E, el campo escalar 1/ f es continuo en todo punto de E
donde f sea continuo.

b) Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea h una funcion real de
variable real continua definida en un intervalo 1 que contiene la imagen de f, I O f(E).
Entonces el campo escalar h o g es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.
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Campos escalares. Continuidad y limite funcional 5

Los campos escalares mds sencillos son las funciones polinémicas de varias variables. Di-
chas funciones se obtienen como sumas de productos de las proyecciones canénicas y son, por
tanto, continuas.

Para n = 3 las proyecciones candnicas son
Hi((x,y,2) =% Ib((xy,2) =y, I((xy2) =2

Un producto de estas funciones es una funcién de la forma f(x,y,z) = x"y?z9 donde m, p, q
son ndmeros naturales o nulos. Las funciones polindmicas en tres variables son combinaciones
lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales de n variables son las funciones de la forma

P(xi,x,...,x%
R(x1,x2,...,%,) = Pl 22, 20)
Q(XI,XQ, ey xn)
Donde P(xy, x2,...,X,)y Q(x1, X2, ..., X,) son funciones polindmicas de n variables. El domi-

nio natural de definicién de una funcidn racional es el conjunto de puntos donde no se anula el
denominador QQ = {xeR" : Q(x) # 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjunto
natural de definicion.

Componiendo funciones continuas reales de una variable con funciones polinémicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchisimos ejemplos de campos escalares continuos.
Aqui tienes unos pocos.

1+ xy? + x22

fx,y) =sen(xy), f(x,y)=log(l+x* +y), f(x,y,2) = 27 arctgry2)

El siguiente resultado establece la relacion entre la continuidad y el limite secuencial.

1.8 Proposicion. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea a€ E.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en a.

b) Para toda sucesion {X,} de puntos de E tal que {X,} — a se verifica que {f(x,)} — f(a).

El siguiente resultado se demuestra de la misma forma que su andlogo para funciones reales.

1.9 Teorema (Teorema de Weierstrass). Todo campo escalar continuo en un conjunto com-
pacto alcanza en dicho conjunto un valor mdximo absoluto y un valor minimo absoluto.

Dicho de otra forma, si K ¢ R” es un conjunto compacto y f es un campo escalar continuo
en K, entonces hay puntos ac K, beK tales que f(a) < f(x) < f(b) paratodo xeK.

1.10 Definicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto £ C R" y seaae E’. Se
dice que f tiene limite en a si hay un nimero L € R con la propiedad de que para todo &€ > 0
existe un 0 > 0 tal que se verifica ||f(x) —L|| < e siempre que x€ Ey 0 < |[x—a| < e.
Simbdlicamente escribimos Iim f(x) = L. El nimero L se llama limite de f en a.

X—a

El siguiente resultado establece la relacion entre el limite funcional y el limite secuencial.

1.11 Proposicion. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea ac E’.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lim f(x) = L.

b) Para toda sucesion {x,} de puntos de E distintos de a, tal que {x,} — a se verifica

{fxw)} — L.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Curvas en R” 6

1.2.1. Curvas en R”

Una curva en R” es una aplicacion continua y : [a, b] — R". El punto y(a) se llama origen
y el punto y(b) extremo de la curva. Naturalmente, como y(¢#) € R” podremos expresarlo por
medio de sus componentes en la base canénica que serdn funciones de ¢.

Y0 = 10, 7200, ..., Yu())

Las funciones y(¢) se llaman funciones componentes de y. Se dice que y es derivable en un
punto ¢ cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo la
derivada de y en ¢ es, por definicién, el vector

'O =@,y @, ... v (1)

Dado un punto a = y(#) tal que y ’(fy) # 0, se define la recta tangente a y en el punto a
(aunque es mas apropiado decir en el punto ty) como la recta de ecuacién paramétrica a +
ty (o), es decir, la recta que pasa por a con vector de direccién y '(#).

Cuando se interpreta y(f) como la funcién de trayectoria de un mévil, entonces su velocidad
en un instante ¢ es el vector y '(¢) y su rapidez es ||y ’(¢)||. La distancia que recorre dicho mévil
entre dos instantes t = a y t = b viene dada por

b
f by (ol dr.

1.12 Definicion. Un conjunto abierto Q2 c R” con la propiedad de que cualesquiera dos de sus
puntos pueden unirse por una curva que queda dentro de Q se llama un dominio.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abierto de un solo trozo. Los dominios desem-
pefian en R” un papel similar al de los intervalos en R.

1.3. Derivadas parciales. Vector gradiente

Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y limite para funciones reales de una
variable se generalizan facilmente para campos escalares de varias variables. No ocurre lo
mismo con el concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarse de forma inmediata. La
razén es que el concepto de derivabilidad hace intervenir la division de ndmeros reales, pues
una derivada es un limite de cocientes incrementales, y en R” no podemos dividir por vectores,
es decir, la estructura algebraica de R” no permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Si f es un campo escalar de dos o mds variables, la expresién

fx) - f(a)

X—a
no tiene ningtn sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta real, R, solamente podemos acercarnos a un
punto de ella a través de la propia recta, mientras que en R” para n > 2 hay muchisimas
mads posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejemplo, podemos acercarnos a través de
cualquier curva que pase por dicho punto. Surge asi una primera idea que consiste en acercarse
a un punto dado a través de una recta dada. Parece que esta situacién es mas parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

1.13 Definicion. Una direccion en R” es un vector de norma 1.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Interpretacion geométrica de las derivadas parciales 7

e Dados un punto a € R” y una direccién u, la recta que pasa por a con direccién u es la
imagen de la aplicacién y : R* — R dada por y(#) = a + ru, es decir, es el conjunto de puntos
{fa+m:reR})

e Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto £ c R", seaa € £ y u una
direccién. Se define la derivada de f en a en la direccién u como el limite

f@a+ru) - f(a)
1

Dyf(a) = }l’ng (1.2)

supuesto, claro estd, que dicho limite exista.

e Las derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la direccién del vector
e de la base candnica, se llama derivada parcial de f en a respecto a la variable k-ésima. Esta
definida por

+reg) — N P A T
Dekf(a) — h/m f(a ek) f(a) :h/m f(al ak a) f(al ak a)
=0 t t—0 t
— ll/m f(al9-..yxk9-..yan)_f(aly---,ak,...,an) (13)
Tk Xy — ag

0
y se representa con los simbolos Dy f(a) y a—i:((a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de
una variable real pues, para calcular la derivada de un campo escalar f en un punto a en la
direccién u lo que se hace es derivar en ¢ = 0 la funcién # — f(a + tu) que es una funcién real
de una variable real.

Observa que la segunda igualdad de (1.3) nos dice que, para calcular la derivada parcial
Dy f(a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demds
variables. Por eso se llaman derivadas parciales.

1.3.1. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una funcién en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escalar f de dos variables definido
en E c R?. Fijemos un punto (a, b). Las derivadas parciales de f en (a, b) son, por definicién

fla+t,b) - fla,b) _  f(x.D)~ fla,b)

le(a7 b) = lfm lfm
t—0 t Yoa Y —a

Dofab) = limi&2*rD-f@bh . J@y-j@b)
t—0 t y—b y - b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parciales x — f(x,b) y y — f(a,y) en los
puntos x = a e y = b respectivamente.

La gréfica de f, es decir, el conjunto S = {(x,y, f(x,y)) : (x,y)€ E} es una superficie en R>.
Las funciones
Y1(x) = (x,b, f(x,0)),  v2(y) = (a,y, f(a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a, b). Dichas curvas se ob-
tienen cortando la superficie S por los planos y = by x = a respectivamente. Los vectores
tangentes a dichas curvas en los puntos y;(a) y y2(b) son, respectivamente

vi'(a) = (1,0,D1f(a.b)), v’ (b) =(0,1,D:f(a,b))

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Interpretacion geométrica de las derivadas parciales 8

En la figura (1.1) se ha representado la grifica de f y las curvas obtenidas cortdndola por los
planos x = a e y = b junto a sus vectores tangentes en el punto (a, b)

Figura 1.1: Derivadas parciales

Cuando un campo escalar f tiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
E c R", podemos definir las funciones derivadas parciales de f, Dyf : E — R que a ca-
da punto x € E hace corresponder el nimero Dy f(x). Dichas funciones son también campos
escalares.

1.14 Definiciéon. Sea f un campo escalar. Se define el vector gradiente de f en un punto a
como el vector

Vf(a) = (D:f(a),D:f(a),...,D,f(a))

supuesto, claro estd, que dichas derivadas parciales existan.

Supongamos que f es una funcion real de una variable real. La derivabilidad de f en un
punto a R se expresa por

i £~ f(@)
xX—a

X—a

f0) = f@) = fr@(x=a) _

X—da

0

= f'(a) &= lim

Recuerda que la recta de ecuacién cartesiana y = f(a) + f'(a)(x — a) es la recta tangente a la
grifica de f en el punto (a, f(a)).

Si ahora f es un campo escalar definido en un conjunto £ C R”, cuyo vector gradiente
V f(a) est4 definido en un punto a € E, podemos considerar el hiperplano en R"*! de ecuacién
cartesiana x,.; = f(a)+ <V f(a) | X — a>. Este hiperplano pasa por el punto (a, f(a))eR*! y es
la generalizacion natural de la recta tangente a la grafica de una funcién. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y=fla)y+f@x-a.  xu=f@+(Vf@)|x-a)

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano en R? es una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradiente y el producto usual de nimeros reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiente definicion.
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1.3.2. Campos escalares diferenciables

1.15 Definicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto £ C R” y sea a un pun-
to interior de E. Supongamos que estd definido el vector gradiente V f(a). Se dice que f es
diferenciable en a si se verifica que

 f®) - f@ - (Vf(@)|x - a)
Iim =

x>a lix — al

(1.4)

Definamos

) - f@) - (V@] x-a)

- lIx —all

La igualdad (1.4) dice que 1im R(x,a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la
X—a

R(x,a)

igualdad (1.4) es la siguiente.
f(x) = f@a) + (Vf(@)|x —a) + R(x,a)x — al| donde lim R(x,a) = 0 (1.5)

1.16 Definicién. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a. El hiperplano en R"*!
de ecuacidn cartesiana

X1 = f(@) +(Vf(@)|x - a)
se llama hiperplano tangente a f en a o hiperplano tangente a la grifica de f en el punto

(a, f(a)).

1.17 Proposicion. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a 'y sea u una direccion
en R". Entonces se verifica que

Dyf(a) = (Vf(a)|u)
Demostracion. En la igualdad (1.5) pongamos x = a + u con lo que obtenemos

fa+r) = f@)+(Vf@)]|ru)+R@+rua)ul = fa)+:(Vf(@)|u)+R@+rual

— lim
t—0

f@+ 1w - f@ i
1

=limR(a +tu,a)— = 0.
t—0 t

1.18 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a con vector gradiente no
nulo en a.

a) La direccion en la que la derivada direccional de f en a es mdxima es la direccion dada

Vf(a
por el gradiente, es decir, la direccion u = /@ .
V@l
b) La direccion en la que la derivada direccional de f en a es minima es la direccion
Vf(a
opuesta a la dada por el gradiente, es decir, la direccion v = — HV;Ea;”.

Demostracién. Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposicién anterior y de la
desigualdad de Cauchy—Schwarz, pues para toda direccién w se tiene que
(V@] w) < IVF@IlIWI = IV f @)

Y la igualdad se da si, y solo si, hay un nimero 4 € R tal que w = AV f(a). Tomando normas
en esta igualdad se deduce que |4] = 1/ ||V f(a)||, es decir las direcciones w que hacen maximo

Vf(a) V/(a)
w =iV T Ivr@l ~ T IV@Il
IDuf@l = (V@ | son w = =22y v = — o
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Para la primera se tiene que

Vf(a) > _ <
Vi@l VSl

que es el valor maximo que puede tener una derivada direccional.

Duf(@) = <Vf(a)‘ || Vi@ | V@) = V@l

Andlogamente, para la segunda se tiene que

Dyf(a) = -[[Vf(@)ll

que es el valor minimo que puede tener una derivada direccional. O

El resultado anterior nos dice que el vector gradiente en un punto seriala la direccion en la
que el campo tiene mdximo crecimiento en dicho punto. Mientras que en la direccion opuesta
a la del vector gradiente en un punto el campo tiene mdximo decrecimiento.

1.19 Proposicién. Sean f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y y una curva en
R" que toma valores en el conjunto E. Supongamos que 7y es derivable en un punto ty y que f
es diferenciable en el punto a = y(ty) € E. Entonces se verifica que la funcion h(t) = f(y(t)) es
derivable en ty y su derivada viene dada por

W' (t0) = (V@) |y'(t0)) = )" Defl@y (to) (1.6)
k=1

Demostracion. Se tiene que

h(t) = hito) = () = FO(t0)) = (V£@) | ¥(1) = ¥(10)) + RO/ (1), ¥(10)) I¥(®) = ¥t

Dividiendo por ¢ — £y tenemos

h(t) — h(t (y®) — f(y(1)) (1) — y(t) lly(®) = y(@o)l
0 S0 =T <Vf( )‘w> + RO, (1)) =T
t—to t—to t—ty
Teniendo en cuenta que lim M = y’(ty) se deduce que
t—ty —1p
. h(t) — h(z
tim “O— — (7@ |y ()
11—t r—
como queriamos demostrar. O
Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punto es una propiedad muy débil.
Por ejemplo, el campo escalar f(x,y) = %, f(0,0) = 0 tiene derivadas parciales nulas
X

en (0,0) pero no es continuo en dicho punto. La propiedad de ser diferenciable es mucho
mas fuerte que tener derivadas parciales. Por ejemplo, es facil probar que un campo escalar
diferenciable en un punto es continuo en dicho punto. El siguiente resultado proporciona
una condicidn suficiente de diferenciabilidad muy util.

1.20 Teorema (Condicion suficiente de diferenciabilidad). Un campo escalar que tiene de-
rivadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferenciable en todo punto de dicho
conjunto.

En la préctica suele suponerse que los campos escalares tienen derivadas parciales conti-
nuas. Esta hipdtesis garantiza que son diferenciables y es suficiente para justificar la mayoria
de los resultados que siguen.
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Es sabido que una funcién derivable en un intervalo con derivada nula es constante. Para
campos escalares hay un resultado andlogo. Observa la hip6tesis de que el campo esté definido
en un dominio.

1.21 Proposicion. Un campo escalar definido en un dominio con derivadas parciales nulas en
todo punto del mismo es constante.

En la siguiente seccion te digo cémo calcular rectas y planos tangentes a curvas y su-
perficies considerando las distintas formas en que éstas pueden venir dadas. Mi propdsito es
esencialmente practico, a saber, que entiendas la forma de proceder en cada caso; por lo que
no me preocupo de justificar con detalle todo lo que digo.

1.4. Rectas tangentes y planos tangentes

1.4.1. Curvas en el plano

Una curva I en el plano puede venir dada de tres formas:

a) Como la grdfica de una funcion y = f(x) donde xe/ siendo / un intervalo de R.
I'={(x, f(x)): xel}
b) Por medio de ecuaciones paramétricas y(t) = (x(t), y(1)).
I'=y() = {(x(1),y(®)) : tel}

¢) De forma implicita como el conjunto de puntos g(x,y) = 0 donde se anula una funcién
diferenciable de dos variables.

I'={xyek’: g(x,y) = 0}

Suele usarse la siguiente terminologia. Si A(x,y) es un campo escalar diferenciable, las
curvas de ecuacién implicita h(x,y) = ¢ o, lo que es igual h(x,y) — ¢ = 0, donde ¢ es una
constante, se llaman curvas de nivel. Dichas curvas se obtienen cortando la grafica de h
con planos de la forma z = c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas
topograficos.

Observa que a) es un caso particular de ¢) (basta considerar g(x, y) = f(x) —y) y también es un
caso particular de b) (basta considerar y(x) = (x, f(x))).

La tangente en un punto de I" viene dada en cada caso como sigue.

a’) La tangente en un punto (a,b) = (a, f(a)) €I es la recta de ecuacion cartesiana y — b =
f’(a)(x—a). El vector (1, f’(a)) es tangente a I" en el punto (a, b) y el vector (f'(a),—1) es
ortogonal a I" en el punto (a, b).

b’) La tangente en un punto y (¢p) = (a,b) €l es la recta de ecuaciones paramétricas
(x,y) =y (to) + ty (o) = (a,b) + t(x'(t0),y" (1))

El vector y "(tp) = (x'(%0), y’(t0)) es tangente a I en (a, b).
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¢’) Latangente en un punto (a, b) €I’ es la recta de ecuacion implicita

(Vota.b)|(x~a.y-b)=0
Se supone que Vg(a,b) # 0 pues en otro caso, la tangente en (a, b) no estd definida. El
vector gradiente Vg(a, b) es ortogonal a I en el punto (a, b).

Estas dltimas afirmaciones requieren alguna justificacién. Para ello, supongamos que cono-
cemos una representacion paramétrica local de I" en torno al punto (a, b). Es decir, hay una
curva de la forma a(f) = (a;(1), a2(t)) €T que pasa por el punto (a, b) y que es derivable!.
Pongamos a(#)) = (a,b). Por lo visto en b’), sabemos que la tangente a I" en (a, b) es la
recta que pasa por el punto (a, b) con vector de direccién a’(fy). Pongamos h(t) = g(a(t)).
En virtud de la igualdad (1.6), tenemos que i’(f) = <Vg(a/(t)) |a/’(t)>. Pero A(t) = 0, por lo

que h'(t) = <Vg(a/(t)) |a/’(t)> = (. Resulta asi que el vector Vg(a(t)) es ortogonal al vector
tangente a’(?). En particular, el vector Vg(a, b) es ortogonal al vector a’(#) tangente a I” en
(a, b). Concluimos que la recta que pasa por (a, b) y tiene como vector ortogonal Vg(a, b) es
larecta tangente a I" en (a, b), pero dicha recta es justamente la recta de ecuacidn cartesiana

(Vg(a.b)| (x=a,y = b)) = 0.
De lo antes visto, merece la pena destacar la siguiente propiedad.

El vector gradiente Vg(x,y) de un campo escalar es ortogonal en todo punto (x,y) (en el
que Vg(x,y) # 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

1.4.2. Superficies en R’

Una superficie S en el espacio R? puede venir dada de tres formas:

a) Como la gréfica de una funcién y = f(x,y) donde (x,y) €A siendo A un conjunto de R>.
S ={(xy, f(x,y) : (x,y) €A}
b) Por medio de ecuaciones paramétricas (s, t) = (x(s, 1), y(s, 1), z(s, )) donde (s,1)€A C R

S =y(A) = {(x(s,0), y(s5,0),2(5,1)) : (5,1) €A}

¢) De forma implicita como el conjunto de puntos g(x,y,z) = 0 donde se anula una funcién
diferenciable de tres variables.

S ={(r.y.00€R* : g(x,y.2) = 0}

Observa que a) es un caso particular de ¢) (basta considerar g(x,y,z) = f(x,y) — z) y también
es un caso particular de b) (basta considerar y(s,t) = (s,t, f(s,1))). El plano tangente en un
punto de S viene dada en cada caso como sigue.

a’) El plano tangente en un punto (a, b, ¢) = (a, b, f(a, b)) €S es el plano de ecuacién cartesiana

%) )
z— fla,b) = é(a, b)(x —a) + %(G, b)(y - b)

IEl teorema de la funci6n implicita, que se vera més adelante, garantiza la existencia de dicha curva siempre que el vector
gradiente Vg(a, b) # 0.
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Los vectores (1, 0, —gf (a, b)) y (0, 1, —Zf(a, b)) son tangentes a § en (a, b, ¢) y el vector
X 1}
af of
—(a, b), — -1
(ax (a,b), 2 (a,b), )

es ortogonal a S en el punto (a, b, ¢).

b’) El plano tangente en un punto y (so, #p) = (a,b,c)€ S es el plano de ecuaciones paramétri-

cas
0 0
(x,y,2) =y (s0,70) + S—y(So, to) + t—y(so,to)
s ot
Donde 5 5 5 5
Y e 9% i
5S(S0Jo) = (5S(S0Jo), as(so,lo), 5S(So,lo))
y

Ox

0 0 0
a—)t/(so, fy) = (E(So, fo), 5—2(&), 1), 5—j(so,fo))

Dichos vectores son tangentes a S en (a, b, ¢).

¢’) El plano tangente en un punto (a, b,c) €S es el plano de ecuacion implicita

(Vg(a.b,0)|(x—ay-b.z=0)) =0

Se supone que Vg(a, b, c) # 0 pues en otro caso, el plano tangente a S en (a, b, c) no estd
definido. El vector gradiente Vg(a, b, ¢) es ortogonal a S en el punto (a, b, ¢).

Si g(x,y,z) es un campo escalar, las superficies de ecuacién implicita g(x,y,z) = c o, lo
que es igual g(x,y,z) — ¢ = 0, donde ¢ es una constante, se llaman superficies de nivel
(cuando el campo se interpreta como un potencial se llaman superficies equipotenciales).
De lo dicho en ¢’), se sigue que el vector gradiente Vg(x, y, z) es ortogonal en todo punto
(x,y,z2) (en el que Vg(x,y,z) # 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

1.4.3. Curvas en R?

Una curva I en el espacio puede venir dada de dos formas.

a) Como interseccion de dos superficies S|y S».

b) Por medio de ecuaciones paramétricas y(t) = (x(¢),y(t),z(t)) donde t € I C R e I es un
intervalo.

I'=y(D) = {(x(0), y(1), 2(0)) : t€]}

La tangente en un punto de I" viene dada en cada caso como sigue.

a’) La tangente en un punto (a, b, c) €I es la recta interseccion de los planos tangentes a S y
a S, en(a,b,c). Porejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implicitas.

S
So
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Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangente son
Vfa,b,o)|(x—ay—-b,z=0c) =0
Vg(a,b,c)|(x—a,y—b,z—c) =0

Donde se supone que los vectores gradiente V f(a, b, ¢), Vg(a, b, ¢) son linealmente inde-
pendientes pues, en otro caso, la recta tangente a la curva I” en (a, b, ¢) no esta definida.

b’) La tangente en un punto y (fp) = (a, b, c) €I es la recta de ecuaciones paramétricas

(x,y,2) =y (to) + ty ' (t0) = (a,b,c) + t(x" (1), y'(t0), 2’ (1))

El vector y '(ty) = (x'(to), y’(t0), 2’ (tp)) es tangente a I en (a, b, ¢).

1.4.4. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dy f en un conjunto E C R".
Las funciones Dy f son también campos escalares que podemos, cuando se dejen, volver a
derivar parcialmente en puntos de E. Obtenemos de esta forma las derivadas parciales de
segundo orden de f, es decir las funciones D ;(Dy f), que se representan simbdlicamente de las

formas

*f ® >
ox j Bxk ’ (9x,%
De forma andloga se definen las derivadas parciales de tercer orden de f como las derivadas
parciales de las derivadas parciales de segundo orden de f y se representan por

Pf Pf Pf
D jkm ’ A A o ; 2 ;
nf (0. G ) o % Gane

Dji f(x), (x)

(x)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas debe ser o no tenido en
cuenta. Afortunadamente, en la mayoria de los casos podemos olvidarlo porque se verifica el
siguiente resultado.

1.22 Definicién. Se dice que un campo escalar f es de clase C* en un abierto E C R” si f tiene
derivadas parciales de orden k continuas en E.

1.23 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo escalar
de clase C* solamente dependen del niimero de veces que se deriva parcialmente respecto de
cada variable, pero el orden en que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al
resultado final.

1.4.5. Ejercicios propuestos

Como para calcular derivadas parciales de una funcién de varias variables se consideran
fijas todas las variables menos aquella respecto a la que se deriva, calcular derivadas par-
ciales es lo mismo que derivar funciones de una variable. Solamente debes tener cuidado
para darte cuenta qué tipo de funcidén es la que tienes que derivar porque ello puede de-
pender de la variable respecto de la que derivas. Por ejemplo, la funcién f(x,y) = x¥
cuando fijas y (para derivar respecto a x) es una funcién potencia (la variable esta en la
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base y el exponente estd fijo) y cuando fijas x (para derivar respecto a y) es una funcién
exponencial (la variable estd en el exponente y la base esta fija).

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros de Fisica e ingenierias diver-
sas, representar las funciones por letras. Asi, lo que los matemaéticos solemos escribir
f(x,y) = cos(xy) + xy?, para indicar que f es una funcién de dos variables x e y cuyo
valor en el punto (x, y) viene dado por cos(xy) + xy?, suele expresarse de forma menos
precisa en la forma z = cos(xy) + xy*, cuyo significado es exactamente el mismo que
el anterior cambiando f por z. Naturalmente, en vez de z puede usarse cualquier otro
simbolo que sea distinto de x e y. Tienes que acostumbrarte a esta notacion y entender
cuando una letra representa una variable y cudndo representa una funcién.

13. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los campos escalares:
@) f(x,y) = X2y + 2%x + y sen(xz) b)z= % +y)e ™y (©)w= xe*+ze’ +xyz.

XY

14. Calculalas derivadas parciales de primer y segundo orden del campo f(x,y,z) = o2
Yy +z

15. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden de los campos escalares:
(@) z=sen(cos(e?)) (b)w =log(4+arctg(x/y)) (c)u=1g((xy)) (d)v=arctg(c")

Te recuerdo que una direccién viene dada por un vector de norma euclidea 1. Siay b son

puntos de R” la direccién del punto a hacia el punto b viene dada por el vector b _al

16. Calcula la derivada direccional de f(x,y) = log(1 + +/x2 + y2) en el punto (1,2) en la
direccién hacia el origen.

17. Calcula la derivada direccional de z(x, y) = arctg (xzx—_,_yyz) en el punto (1, 1) en la direc-
cidén hacia el punto (2, 1).
18. Calcula valores de a, b y ¢ para que la derivada direccional de la funcién
f(x,y,2) = axy® + byz + cz°x°
en el punto (1,2, —1) tenga un valor maximo igual a 64 en la direccion del eje OZ.

19. Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la elipse de ecuacién

en un punto (u, v) de la misma.

20. Considera la curva dada por las ecuaciones paramétricas x(r) = €' + cost, y(t) = e ' + sent.
Calcula la ecuacién de la recta tangente en el punto (x(0), y(0)).

20. Calcula, para los siguientes campos escalares, el vector normal en Py a la curva de nivel
que pasa por dicho punto.

1. fooy) = arctg[#) Py =(1,1).
V1 +x%+y?
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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sen(x + y)
2. YY) = ———— Py =(m/2,n/4).
fon) = 5reoey Po=@/2ald
X-y
1 +log(1 + x2y2)
dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el punto (1, 1) a la curva de nivel del campo
f(x,y) = xy* + ¥’y que pasa por dicho punto.

21. Calcula la derivada de h(x,y) = en el punto (—1,—1) en la direccién

22. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes
superficies en el punto P, indicado.

222 -2 -12=0, P,(1,-1,4);
z—log(x> +y*) =0, P,(1,0,0)
P+ +2 - 2x+4y+3z2+1=0, P,3,4,-3);
4-x*—477 =y, P,0,0,1)
Zxy—1D—(x+y) =0, P,(1,2,3);
A2+ 2y -y =3=0, P,(1,1+ Ve, 1)

23. Halla la ecuacién de la tangente a la curva dada como interseccién del elipsoide x> +
4y? + 272 = 27 y el hiperboloide x* + y*> — 27> = 11 en el punto (3, -2, 1).

24. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva definida por la interseccién de las
superficies z = xy, x> +y*> — 2z = 4 en el punto (3,1,3). Comprueba el resultado
expresando la curva por sus ecuaciones paramétricas.

25. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva definida por la interseccion de las
superficies 4xz = (x + 2)y, 3z +y = 5xenel punto (1,2, 1).

1.5. Extremos relativos

1.24 Definicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto £ C R”. Se dice que f tiene
un maximo relativo (resp. minimo relativo) en un punto a € E, si a es un punto interior de
E y existe un nimero r > 0 tal que B(a,r) C E'y f(x) < f(a) (resp. f(a) < f(x)) para todo
x € B(a, r). Cuando estas desigualdades se verifican de forma estricta se dice que el mdximo o
el minimo relativo es estricto.

Los puntos en los que f tiene un maximo o un minimo relativos se llaman extremos rela-
tivos de f.

1.25 Proposicion (Condicion necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar defi-
nido en un conjunto E C R" y supongamos que f tiene un extremo relativo en un punto a€ E
y ademds que el vector gradiente de f en a estd definido. Entonces se verifica que V f(a) = 0.
Es decir, las derivadas parciales de primer orden de f en a son todas nulas.

Demostracién. Supongamos que f tiene un maximo relativo en a y sea r > 0 tal que B(a, r) C
E'y f(x) < f(a) para todo x € B(a,r). Definamos ¢ :] —r,r[—= R por ¢(t) = f(a + re).
La funcién ¢ estd definida en el intervalo | — r,r[ pues para todo ¢ € — r,r[ se tiene que
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|la+rex —a|| = |tf| < rporlo que a+ rex € B(a,r) C E. Ademds, para todo ¢ € — r,r[ se
tiene que ¢(r) = f(a + tex) < f(a) = ¢(0). Luego ¢ tiene en ¢ = 0 un maximo relativo. Ademas
como, por hipétesis, existe Dy f(a), tenemos que ¢ es derivable en ¢ = 0. Luego ¢’(0) = 0, pero
¢’(0) = Dif(a). O

1.26 Definicion. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos criticos de f. Los puntos criticos de un campo escalar que no son extremos relativos
se llaman puntos de silla.

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos criticos el hiperplano tangente es
“horizontal”.

La condicién necesaria de extremo relativo no es suficiente. Por ejemplo, el campo escalar
f(x,y) = x> — y? tiene un punto critico en (0, 0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto
pues en toda bola centrada en (0, 0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una con-
dicién suficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas
parciales de segundo orden nos van a permitir dar una condicion suficiente de extremo relativo.
Necesitaremos para ello el siguiente resultado.

1.27 Proposicion. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y supongamos que
f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interiorde E . Sear > 0
tal que B(a,r) C E. Entonces para todo X con |[X|| < r se tiene que

n 1 n n
fa+x) = f@+ ; Dif@xic+ 5 >, Y Disf@xix; + X ¢(x)  con limp(x) =0 (1.7)

j=1 k=1

Demostracion. Fijemos el vector x en las condiciones del enunciado y definamos la funcién
hx(t) = f(a+ tx). Dicha funcién estd definida en un intervalo abierto I > [-1, 1] y es dos veces
derivable en t = 0. El teorema de Taylor—Young dice que

hy(£) = hg(0) + hL(0)t + %hx”(O)tz + 211, X) (1.8)

con h’rr(} r(t,x) = 0. Pongamos y(¢) = a + tx, con lo cual h(#) = f(y(?)). Por (1.6) tenemos que
t—

W) = Y Difroyy (0 = > Dif(y(0)x; (1.9)

J=1 J=1

Donde hemos tenido en cuenta que las componentes de y son y;(f) = a; + tx;. En particular

1(0) = )" D;f(a)x; (1.10)

=

Volviendo a derivar la igualdad (1.9) en ¢ = 0, aplicando otra vez la misma regla de derivacién
a los campos escalares D f(y(t)), obtenemos

MOEDY {Z D j,kf(a>xk] xj= Y > Djxf@nex; (L11)
=1 \k=1 =1 =l
Sustituyendo las igualdades (1.10) y (1.11) en (1.8) y haciendo ¢ = 1 obtenemos
n 1 n n
fla+x) = f@+ ; Dif@xi+ 5 ) > Diaf@uxix; + r(1,x)

j=1 k=1
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Solo queda probar que (1, x) puede escribirse en la forma r(1, x) = IIx]1? @(x) con limy_,¢ p(X) =
0 pero esto vamos a dejarlo para otra ocasion. O

1.28 Definicion. Sea f un campo escalar de n variables que tiene derivadas parciales de se-
gundo orden continuas en un punto a. La matriz n X n

H(f, a) = (Dijf(a))lgi,jgn
se llama matriz hessiana de f en a.
Observa que la matriz hessiana es simétrica porque D;;f(a) = Dj;f(a). En consecuencia,

dicha matriz define una forma cuadrética, que representaremos por Q(f,a), que viene dada
para todo x = (x1, x2,...,X,) €R" por

Of.a)x) = xH(f,a)x' = > > Dif@xx;

j=1 k=1

(3382

donde el punto “.” indica producto matricial y x’ es el vector columna x. Con esta notacion
podemos escribir la igualdad (1.7) en la forma

1
fa+x) = f@) +(Vf@|x)+ S0 . a)® + X’ ¢x) donde limg(x)=0  (1.12)

Si suponemos que a es un punto critico de f podemos escribir

fa+x) = f@) + 30,000 + NP g donde limpx) =0 (L13)

De donde se sigue que
fa+x)—f@ 1
2 - 2
[l 2 |||
Teniendo en cuenta que las formas cuadriticas son polinomios homogéneos de grado 2, es

decir, Q(f, a)(Ax) = 12Q(f, a)(x), se tiene que o(f,a)x) = %Q(f, a)(x/ ||x||). Resulta

Q(f,a)(X) +¢(x) donde  lim ¢(x) = 0

, 2Ix|?
asi la igualdad

O = S0 as/ I + o) donde limpt0 =0 (L4
1.29 Definicion. Una forma cuadratica Q(x) = ZZ j=1 ijXiXj se Ilama:

e Positiva definida si Q(x) > 0 para todo xeR" con x # 0.

e Semidefinida positiva si Q(x) > 0 para todo xeR".

e Positiva negativa si O(x) < 0 para todo xeR" con x # 0.

e Semidefinida negativa si Q(x) < 0 para todo xeR".

e No definida si hay vectores x para los que Q(x) > 0y hay vectores x para los que Q(x) < 0.

1.30 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y supongamos que f
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que ademds
es un punto critico de f. Sea Q(f,a) la forma cuadrdtica asociada a la matriz hessiana de f
en a.

O(f, )x) = x.H(f,a)x' = > > Djxf@pnx;

j=1 k=1
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a) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es definida positiva entonces f tiene en a un minimo
relativo estricto.

b) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es definida negativa entonces f tiene en a un mdximo
relativo estricto.

c¢) Si la forma cuadrdtica Q(f, a) es no definida entonces f tiene un punto de silla en a.

d) Si f tiene un mdximo relativo en a entonces la forma cuadrdtica Q(f,a) es semidefinida
negativa.

e) Si f tiene un minimo relativo en a entonces la forma cuadrdtica Q(f, a) es semidefinida
positiva.

Demostraciéon. Como Q(f,a) es una funcién polindmica y, por tanto, continua, y la esfera
unidad de R”, S(0, 1) = {fueR”" : |ju|| = 1}, es un conjunto compacto, en virtud del teorema de
Weierstrass, dicha funcién alcanza un minimo valor y un maximo valor en S (0, 1). Sea

m = min{Q(f,a)(w) : |jull = 1}, M = max{Q(f,a)(u) : [ul| = 1}

a) Supongamos que Q(f, a) es definida positiva. Entonces se tiene que m > 0.y, por laigualdad
(1.14), tenemos que

fla+x)—fl@ 1

||X”2 - EQ(f’ a)(x/ |Ix])) + <,0(X) z

|3

+ ¢(x) donde h’n(l] pex)=0
X—

La condicién 11’11(1] ¢(x) = 0 garantiza la existencia de un nimero s > 0 tal que |p(x)| < m/4
X

siempre que 0 < |x|| < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponemos que

0 < |IX|| < s, se tiene

fla+x)—f(a) _ m m_m _m
T>E+¢(X)>E—2—4>O

Deducimos que f(a+x)— f(a) > O paratodoxcon 0 < |[x|| < 5. O, lo que es igual, f(z)—f(a) >
0 para todo z tal que 0 < ||z —a|| < s. Lo que prueba que f tiene en a un minimo relativo
estricto.

Los demds puntos se prueban de forma parecida. O

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadritica. Hay
varios procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuacién son los que me
parecen mas comodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

Sean A = (a;j),; j<n UNa matriz simétrica de nimeros reales y

n

Oa(x) = x.Ax" = Z aijx'x/ (1.15)

ij=1

la forma cuadrética definida por A. Los valores propios de A son las raices del polinomio
caracteristico p(1), que se define como el determinante de la matriz A — A1 :

p() = |A-al|
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Es sabido que, en la situacién que estamos considerando, las raices de dicho polinomio son
todas reales.

Sean A; (1 < j < n) los valores propios de A. Se demuestra que hay una base B =
{u,uy,...,u,} en R” tal que para todo vector xeR" se tiene que

n
_ 2
0a¥) = Y 4%}
J=1
donde (xi, xp,...,x,) son los coordenadas del vector x en la base B. De aqui se siguen los
siguientes criterios.

o La forma cuadritica Q4 es definida positiva si, y sélo si, todos los valores propios de A
son positivos.

e La forma cuadritica Q4 es definida negativa si, y s6lo si, todos los valores propios de A
son negativos.

e Lacuadritica Q4 es no definida si, y sélo si, A tiene valores propios positivos y negativos.

e Laforma cuadratica Q # es semidefinida positiva si, y s6lo si, todos los valores propios de
A son mayores o iguales que 0.

e Laforma cuadritica Q4 es semidefinida negativa si, y sélo si, todos los valores propios de
A son menores o iguales que 0.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios de (A sino solamente
saber cudntos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afortunadamente, hay un criterio que
nos proporciona esta informacion sin mas que observar los coeficientes del polinomio caracte-
ristico.

1.31 Proposicion (Regla de los signos de Descartes). Sea f(x) = a,x" Fap X ax+
ag un polinomio con coeficientes reales y cuyas raices son todas niimeros reales. Se verifica
entonces que:

a) El niimero de raices positivas de f (contando multiplicidades) es igual al niimero de
cambios de signo en la sucesion (a,, ay-1, . .. ,a1,ao) de los coeficientes de f.

b) El niimero de raices negativas de f (contando multiplicidades) es igual al niimero
de cambios de signo en la sucesion ((=1)'an, (=1)"'a,_1,...,—ai,ao) de los coeficientes de

f(=x).

Para contar los cambios de signo en la sucesion de coeficientes se saltan los coeficientes
nulos. Por ejemplo, si f(x) = 2x% + x> — x> + x> — 5, la sucesién de coeficientes de f es
(2,1,0,-1,1,0,-1) cuyo nimero de cambios de signo es 3.

1.32 Corolario. Sea p(A) el polinomio caracteristico de la matriz hessiana de f en a. Enton-
ces.

o Si p(A) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y tienen igual signo, se
verifica que f tiene un mdximo relativo estricto en a.

e Si p(A) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su
signo, se verifica que f tiene un minimo relativo estricto en a.

o Si p(A) tiene grado n, sus coeficientes nulos van seguidos y llegan hasta el término inde-
pendiente y los coeficientes no nulos tienen igual signo o van alternando su sigo, entonces no
puede afirmarse nada.

o  Entodos los demds casos, f tiene un punto de silla en a.
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Otro criterio para estudiar el cardcter de la forma cuadrética (1.15) se basa en la sucesién
de signos de los menores principales de la matriz A. El menor principal de orden k es el
determinante Ay = |ai, f|1<i,j e Se verifica que:

e Si todos los determinantes principales son positivos la forma cuadrdtica es definida
positiva.

o Si los determinantes principales son todos distintos de cero y van alternando signo
siendo el primero de ellos negativo, la forma cuadrdtica es definida negativa.

o Silos determinantes principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante y los
no nulos son positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos negativo, no puede
afirmarse nada.

o  Enlos demds casos la forma cuadrdtica es no definida.

Observa que cuando la dimensidn n es par, si el determinante de la matriz A es negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.

Sea A ¢ R? un conjunto abierto y sea f un campo escalar definido en A que tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamos que (a, b) €A es un punto critico de f y sea

2 2
a—f(a, b) o7 (a,b)

_| ox2 Ox0y

H(f7 (a’b)) = aZf (92f
M(a’ b) (9_y2(a’ b)

la matriz hessiana de f en (a, b) y notemos detH(f, (a, b)) su determinante.

2
= Si detH(f,(a,b)) > 0y ﬁ(a, b) > 0 entonces f tiene en (a,b) un minimo relativo
X
estricto.
2
= Si detH(f,(a,b)) >0y ﬁ(a, b) < 0 entonces f tiene en (a,b) un maximo relativo
X

estricto.

= SidetH(f,(a,b)) < 0 entonces f no tiene extremo relativo en (a, b). Se dice que (a, b) es
un punto de silla de f.

» Cuando detH(f, (a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir
si hay o no hay extremo relativo en (a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante
estudiar el comportamiento de las curvas f(a,t + b) y f(a + t,b). Si alguna de dichas
curvas no tiene extremo relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza en
t = 0, podemos concluir que en (a, b) no hay extremo relativo de f.

1.5.1. Ejercicios propuestos
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26. Determinar los extremos relativos de las funciones:

flx,y) = 20 + 6xy2 -3+ 3y2; flx,y) = - 2xy2 + y4 - ys;
2.2
-8
f(x,y)=xy—x+y; fx,y) = 2x% + y? + 8x — 6y + 20;
XYy
flx,y) = -+ 4xy — 2y2 +1; f(x,y) = cos(x) cos(y)
[y =2x+y+x +xy +y’; [y =x"y* - x> —y*
f(x,y) =xlogy —x flx,y) =2x4+y4—4x2—2y2;
fey) = xy(1 - x - y); flry) = =45 +6x°y + 3y* — 4y’
oy, =X+ +32 +yz+2xz—xy;  fOoy,2) = (% +72%) ex(”2+z2+1);
f(x,y.2) = xy + xz + yz; fO0y,2) = (x + 22) e XU+

27. Trazar un plano que pase por el punto (1,2, 3) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen minimo (el volumen del tetraedro es un tercio del area de la base
por la altura).

28. Recta de minimos cuadrados. Dados n puntos (x;, y;) € R2, determinar los ndmeros « y

n 2
B para que la cantidad Z (yi —ax - B) sea minima.
i=1

29. Dados m puntos a; €R", calcular el valor minimo de la funcién f(x) = >, [Ix — a;l%.

1.6. Funciones vectoriales. Matriz jacobiana

Una funcién vectorial es cualquier funcién que toma valores en un espacio vectorial de
dimensién mayor mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espacio son funciones vectoriales
de una variable. Ahora nos interesa considerar funciones vectoriales de varias variables.

1.33 Definicion. Sean fi, f>, ..., f,, campos escalares definidos en un subconjunto £ c R". La
funciéon F : E — R™ definida para todo x = (x1, x, ..., X,) € E por

Fx) = (fi(x), £(X), ..., fu(X))
es una funcion vectorial de n variables y m componentes. Suele escribirse F = (f1, f5,..., fin)-

El nombre de campo vectorial se aplica a aquellas funciones vectoriales que tienen igual nu-
mero de variables que de componentes, esto es, para funciones definidas en un subconjunto de
un espacio vectorial y que toman valores en dicho espacio vectorial.

1.34 Definicion. Sea F = (f1, f>,..., fn) : E = R™, donde E C R", una funcién vectorial de n
variables y m componentes. Sea a un punto interior de E. Se dice que F es diferenciable en a
si los campos escalares fi, f>, ..., f,, componentes de F son diferenciables en a. En tal caso, la
matriz cuyas filas son los vectores gradiente V f;(a), esto es la matriz de m filas y n columnas
(D;fi(a))1<i<m, se llama matriz jacobiana de f en a y se representard por J(f, a).

1IN

La aplicacién lineal DF(a) : R" — R™ definida para todo xeR” por
DF(a)(x) = J(f,a).x'
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donde “.” indica producto matricial y x’ es el vector columna x, se llama diferencial de F en
a.

En términos del producto escalar, podemos escribir para todo xeR":

DF@)(x) = ((VA@) |x).(VA@)|x).....(Vfu(@)|x))eR"

Es facil deducir a partir de esta igualdad y de la definicién de campo escalar diferenciable que
se verifica
. F(x)—F(a) - DF(a)(x—a)
Iim =

x—0 Ix — all

1.35 Teorema (Regla de la cadena). Sean F : E - R, EC R,y G: A - R", A C RY,
funciones vectoriales tales que G(A) C E de manera que la composicion H=Fo G : A - R"
estd definida. Supongamos que G es diferenciable en un punto ac A y que F es diferenciable
en el punto G(a)€ E. Entonces se verifica que la funcion compuesta H es diferenciable en a, y
su diferencial viene dada como la composicion de las respectivas diferenciales :

0

DH(a) = DF(G(a)) o DG(a) (1.16)

Observa que la composicién tiene sentido pues D G(a) : R? - R" y DF((G(a)) : R" —
R™, por lo que la composicién es una aplicacion lineal de R? a R™, como debe ser pues H es
una funcidén vectorial de ¢ variables y m componentes.

1.6.1. Derivadas parciales de funciones compuestas

La expresion de la igualdad (1.16) por medio de matrices jacobianas es
J(H,a) = J(F,G(a)).J(G,a) (1.17)

Poniendo H = (hy, ha, ..., h), F = (fi, f2.. ... fin), G = (91,92, ..., g4); notando las variables
porx = (x1,X2,...,X,)€ER", Yy = (Y1, Y2, ...,Yym) €RY, y escribiendo b = G(a), tenemos que

oh; of; 0
(F(a))1<i<m - (%(b))1<< ) (%(a))1<k<n b= G(a)
i ngh O hg@ Y hdy
De donde se sigue

hi < i . )
Oy =N %% ) b=G@ (<i<m 1<j<q) (1.18)
Oy; ox; "9y,

Esta igualdad constituye la regla de la cadena para derivadas parciales y es importante que
aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a intentar facilitarte las cosas.

Primero, lo més frecuente es que F sea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior, F = f es un campo escalar, en cuyo caso 4 = f o G también es un campo escalar. La
igualdad (1.18) queda ahora

oh L 0
L) = U %@ b-Ga (<j<q (1.19)
Y £ Oxi -~ Oy

En esta igualdad se interpreta que la funcion G : A — E C R” lo que hace es un “cam-
bio de variables”. Hablando familiarmente, podemos decir, que las “variables antiguas” de
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la funcién f, esto es las x = (xi,x2,...,Xx,) € E se han sustituido por “variable nuevas”
Yy = W1,y2,...,Yyy) € Ay la funcién f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando
lugar a la funcidén A. La relacién entre unas variables y otras viene dada por

Xk = gk(Y1, Y2, - - - > Yg), 1<k<n (1.20)

De esta manera podemos interpretar la igualdad (1.19) en la forma siguiente:

Para derivar la funcién nueva A, respecto a una nueva variable y;, se deriva la fun-
cion antigua f respecto a cada una de sus variables x; y se multiplica por la derivada
de cada una de ellas x; = gx(y1,y2,...,Yy,) respecto a la variable y;.

Ya se ve que la situacién estd pidiendo que hagamos algunas simplificaciones que, ademads, son
las que se hacen siempre en la practica porque, aunque son algo confusas, facilitan mucho los
célculos.

Lo primero que se hace es identificar las funciones g; que introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antiguas x;, es decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

X = XkY1, Y2, - Yg)s 1<k<n (1.21)

Con esta notacion, la igualdad (1.19) queda como sigue.

naf

U )P@  b-Ga@ (<j<q (122)
4 Oxi " Oy

oh
F(a) =
yj k
Observa el doble papel que desempefia a la derecha de esta igualdad la letra xz; cuando se

deriva respecto de ella representa una variable y cuando ella se deriva respecto de una variable
nueva representa una funcién.

La igualdad (1.22) ya es bastante facil de recordar pero todavia se siguen haciendo en la
préctica, sobre en todo en los textos de Fisica que suelen usar notaciones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). A saber: no se distingue entre la funcién
f vy la funcién h porque, como suele decirse en esos textos aludidos, son “la misma funcion
expresada en distintas variables”. Haciendo la identificacidn de f con & nos queda lo siguiente.

(9_f(a) = a—f(b)%(a) b=G@ (d<j<g (1.23)
Jy; = dxi Ay,

Aqui la letra f desempefia un doble papel: a la izquierda es la funcién compuesta y a la derecha
es la funcién dada en sus variable iniciales.

Todavia suele darse un pasito méds que consiste en representar la funcién f con una letra
que suele usarse para representar variables; a saber, la letra z. Esto es frecuente también en
textos de Fisica. Vamos a hacerlo asi.

2= E @) b-G@ (<j<g (124)
dy; Oxy 0y

Todavia hay algo que podemos simplificar. Habrds observado que siempre indico la relacién
que hay entre los puntos b y a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
saber donde se evalian las derivadas parciales de cada funcién. Pues bien, eso no se indica
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Jjamds en textos de Fisica. Nunca se indica en donde se evalian las derivadas parciales. Asi que
vamos a suprimirlo.

0 N 9z 0
o< _ 02 OXk (1<j<q) (1.25)

Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber reconocer en ella la igualdad de partida. Y
no olvides la forma en que se evalda esta igualdad. Lo vuelvo a poner.

0z = 0z Oxy )
— = —(G — 1<j< 1.26
3, ; o Gz »  (<j<0) (1.26)

Si tuviéramos que volver a derivar en esta igualdad respecto a una variable y; se derivaria como
de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las derivadas y para derivar el producto se

aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importante y es que la funcién B—Z(G(y)) vuelve
Xk

. 0z . .
a ser la funcion compuesta del campo escalar F. con la funcion G. Por tanto para derivarla
Xk
hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado para derivar z como funcién compuesta

y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso que el cdlculo de derivadas parciales de
segundo orden en funciones compuestas suele ser bastante engorroso y es facil equivocarse si
no se sabe lo que se hace.

0
1.36 Ejemplo. Vamos a calcular 5—Z siendo z = u? + v° + 3uv donde u = x*> + y?, v = sen(xy).
X

Asi es como suelen enunciarse estos ejercicios y debes entender bien el enunciado. Nos
estan dando una funcién de las variables (u,v) a la que llaman z. Esto es la letra z representa
una funcién, a saber, z = u? + v° + 3uv. Nos estdn dando un cambio de variables por medio
0z
Ox

» . z .
claramente que debemos ver z como funcién de x e y, es decir, la letra z en e es la funcién

de las igualdades u = x*> + y°, v = sen(xy). Y nos piden calcular —. Esto dltimo ya nos dice

X
que nos dan después de sustituir en ella las nuevas variables, o sea, la funcion compuesta de
z=u? + v + 3uv con G(x,y) = (x* + y?, sen(xy)).
Sabemos que
0z 0z0u 0z v

= _ = g ov _ 4
Ox  Oudx M Ov Ox (2u + 30)2x + (50" + 3u)y cos(xy)

: : . 0z .
Si lo dejamos asi escrito parece que — depende de 4 variables. Pero no es asi porque en la
igualdad anterior las variables son x e y (las nuevas variables) mientras que # y v (las antiguas

variables) vienen dadas por u = x> + y?, v = sen(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitucién,
con lo que resulta

0z
ox
que nos da el valor de la derivada parcial de la funcién compuesta en un punto (x, y). En este

caso es muy sencillo calcular la funcién compuesta. Hazlo y comprueba el resultado obtenido.
¢

(% + y*) + 3 sen(xy))2x + (5 sen*(xy) + 3x% + y?)y cos(xy)
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1.6.2. Ejercicios propuestos

31.

32.

33.

34.

35.

Consideremos una funcién de dos variables x e y, z = z(x, y), y supongamos que expresa-
mos x e y en funcién de nuevas variables u y v, lo que indicamos en la forma x = x(u, v),
y = y(u,v). De esta forma la funcién z es funcién (funcién compuesta) de las “variables
libres” u y v, a través de las “variables dependientes” x e y. Se trata de calcular las de-
rivadas parciales de z respecto de las nuevas variables u# y v. La regla para hacerlo es la
siguiente: para derivar una funcién

z=2(xy), x=xw0), y=yu,v)

respecto de una nueva variable, se deriva z respecto de cada una de las antiguas variables
y se multiplica por la derivada de cada antigua variable respecto de la nueva variable. Se
entiende mejor si lo escribimos simbdlicamente

0z 0z0x 0zdy

E_aﬁu-'_ﬁ_y(?u

En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, como estamos derivando res-
pecto a u, la letra z representa a la funcién compuesta z = z(x(u, v), y(u, v)) y la derivada
estd calculada en un punto (u,v). En la parte derecha de la igualdad la letra z represen-
ta la funcién dada z = z(x,y) y las letras x e y representan variables (cuando se deriva
respecto de ellas) y funciones (cuando se derivan respecto de u). Debe entenderse que
cuando se sustituye un valor de (&, v) en la igualdad los valores de x e y deben sustituirse

por x = x(u,v), y = y(u,v).

0
Sea z = cos(xy) + €Y' cosx donde x = u?> +v, y = u — v>. Calcular (9_Z en el punto
u
(u,0) = (1, 1).

Seau = (x +y)* + y*(z + x)* donde x = rse”™

, y=rslog(l +1*), z=r’scost. Calcula

—ucuandor:Z,s: 1,t=0.
Os

Seaz = f(x,y), y pongamos x = u* +v?, y = u/v. Calcular las derivadas parciales de de z
respecto de las nuevas variables # y v en funcién de las derivadas parciales de z respecto
dexey.

Sea u = x*y + y*2> + ¢ (x/y), donde

x=1+rse
y=rs’e”’

z=r?ssent

0
Calcular (9_u cuando r = 2, s = 1, ¢t = 0, sabiendo que ¢’(3/2) = —1.
s

Sea z = f(x,y) donde x = s* + r* y = 2rs%. Calcula %(2, )y ?(2, 2). Siendo
X Y

0z 0z
—(1,H)=-2y —(1,1) = 3.
5r(,) yas(,) 3
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

¥
2

Prueba que la funcién F(x,y) = f{(
la igualdad

e ), donde f es una funcién real derivable, verifica

(% + yz)a—F + nyﬁ_F =0
0x dy

Prueba que la funcién F(u,v) = f(uv, (u* — v*)/2), donde f :R?> — R es una funcién
diferenciable, verifica la igualdad

2 2 2 2
oy, (1Y (2FY , (oF
0x y ou v
Sea z = f(x,y), donde x = pcos ¥, y = psend. Calcula dz/0p y dz/39 y prueba que

az\"  (0z) az\* 1 (oz\
—_ + | — - | —= + — | —
Ox dy op P2\ o9

(u2 + vz)

0 0
Seag(s,1) = f(s® — 2,1 — 5). Prueba la igualdad za—g + sa—f - 0.
s
Sea u = f(x,y) donde x = e cost, y = e’ sent. Justifica que

Pu Pu _ZS(BZM aa)

a2 o ¢ \ae Tar

Sea z = f(x,y), donde x = pcos®, y = p sen. Prueba que

Pk 10k 1k
Ax2 Ay dp*  prad?  pdp

Sea z = f(x,y) donde x = x(u,v), y = y(u,v). Prueba que

Pz (@)2+2 8%z Ox Ay aZZ(ay)z 8z O 97 Oy
ou

a2~ o2 \ou) T “oxoy guou " oy Toxo " Byon

E indica la forma e que se evaliian estas funciones.

Una funcidn se llama homogénea de grado n € N si f(zx,ty) = ¢" f(x, y). Prueba que en
tal caso se verifica la igualdad

of  of _
ot y@ =nf(x,y)

Sean las funciones f(x,y,z) = (e* +y*, 1% +y), g(u,v) = v* + logu para (u,v) eR x R*.
(,Qué valor debe tener A para que la derivada direccional maxima de g o f en (0,0, 0) sea
iguala 1?7
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1.7. Extremos condicionados

En la teoria de extremos relativos se supone que las variables pueden tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, pueden “moverse libremente” en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoria, de los problemas reales las variables no tienen
tanta libertad y estan obligadas a satisfacer ciertas condiciones que en Fisica suelen llamarse
“‘ligaduras”. Por ejemplo, supongamos que un movil se mueve en una curva I dada por la
interseccidn de dos superficies; para cada punto (x, y,z) €I la energia cinética del mévil viene
dada por una funcién conocida f(x, y, z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria donde
dicha energia es mdxima o minima. En esta situacién las variables x,y,z no son libres sino
que deben satisfacer la condicidn (x, y, z) € I'. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura
en un punto (x, y, z) de la superficie terrestre viene dada por una funcién 7'(x, y, z) y queremos
calcular los puntos de mayor y menor temperatura. Aqui las variables tampoco son libres pues
deben verificar una condicién de la forma x> + y* + z2 = R? donde R es el radio de la Tierra.
Igualmente, en problemas de optimizacién de costes o beneficios las variables estdn siempre
sometidas a restricciones que dependen de las condiciones de produccién o del mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un problema de extremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considera el siguiente ejemplo.

1.37 Ejemplo. La funcién f(x,y) = xy e**¥" tiene un Gnico punto critico, el origen, que es
un punto de silla. Por tanto dicha funcién no tiene extremos relativos en R?. Supongamos que
imponemos a las variables la condicién x*> + y> = 1y queremos calcular el miximo valor
de f(x,y) cuando se verifique que x> + y*> = 1. Fijate en que el problema es completamente
distinto. Ahora solamente nos interesan los valores que toma la funcién f(x, y) en el conjunto

K = {(x,y)€R2 X+t = 1}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto (es cerrado — porque coincide con su
frontera — y acotado); ademds la funcién f es continua, por tanto podemos asegurar, de entrada,
que tiene que haber algtin punto (a, )€K en el cual la funcién f alcanza su mayor valor en K
(y tiene que haber otro donde alcance su menor valor en K). Calcular dicho punto es, en este
caso, muy sencillo pues para (x, y) € K se tiene que f(x,y) = e xy. Como para (x, y) € K se tiene
que y = £ V1 — x? y los valores negativos de f no nos interesan porque queremos calcular el
mayor valor que toma en K, se sigue que

max {f(x,y) : (x,y)eK} = méx{ex VI-x2:-1<x< 1}

Nuestro problema se ha convertido en calcular el mdximo absoluto de la funcién A(x) =
exV1l—x*para—-1<x<1. ¢

De hecho, ti has resuelto ejercicios de extremos condicionados aunque no seas consciente
de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez has resuelto el siguiente ejercicio.

1.38 Ejemplo. Entre todos los rectdngulos cuyo perimetro es igual a 16 calcular el que tiene
drea maxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Sea f(x,y) = xy la funcién que da el drea de
un rectdngulo cuyos lados tienen longitudes x e y. Se trata de calcular el maximo de f(x,y)
cuando las variables verifican la condicién 2x+ 2y = 16. Por tanto, es un problema de extremos
condicionados. Seguro que ahora recuerdas algunos otros ejercicios parecidos a este que has
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hecho sin saber que estabas haciendo problemas de extremos condicionados. La razdn es clara:
la condicién que nos dan es tan sencilla que permite despejar una variable en funcién de la
otra, y = 8 — x, con lo que nuestra funcién se convierte en xy = x(8 — x) y el problema queda
reducido a calcular el mayor valor de x(8 — x) cuando —8 < x < 8. ¢

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que los problemas de extremos condicionados
en los que puede utilizarse la condicion que nos dan para despejar una variable en funcion
de otra, se reducen fdcilmente a problemas de extremos de funciones de una variable. Pero
supongamos ahora que cambiamos la condicién del ejemplo 1 por la siguiente:

x—e +y+e’+sin(l + xy) =2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condicién impuesta para despejar una
variable en funcién de la otra. Ahora si tenemos un auténtico problema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes generalizarlo para funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimensiones de un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea minima, puedes plantearlo como sigue: calcular el
minimo de

f(x,y,2) = 2xy + 2x7 + 2yz

(la funcién que da la superficie lateral de un ortoedro cuyos lados tiene longitudes x, y, z) con
la condicién xyz = 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, pero la condicién
dada permite despejar una variable en funcién de las otras dos, z = 8/(xy), con lo que nuestra
funcién queda 2xy+2xz+2yz = xy+16/y+16/x, funcién de la que hay que calcular su minimo
absoluto cuando 0 < x, 0 < y. Hemos convertido asi el problema en uno de extremos relativos
de una funcién de dos variables. Pero si cambiamos la condicién anterior por la siguiente

Xyt +sen(l +xz) +y—e* =1
o bien, si imponemos dos condiciones como las siguientes:
log(1 + x> + y?) +sin(1 + xz) — 1 = 0, eV 4 cos(ayz) + X222 -3 =0

entonces no podemos usar esa condicién (o condiciones) para despejar una variable (o dos
variables) en funcion de las otras (de la otra).

1.7.1. Teorema de los multiplicadores de Lagrange

La teoria de extremos condicionados te dice como proceder en este tipo de problemas inde-
pendientemente de que la condicién (o condiciones) que nos den sea mas o menos fécil y per-
mita o no despejar variables. El resultado bésico de esa teoria, que proporciona una condicion
necesaria de extremo condicionado, es el teorema de Lagrange. Para facilitar su comprension,
en vez de dar un enunciado general, lo enuncio en los tres casos que se presentan con mayor
frecuencia. Antes de enunciarlo conviene dar la definicién de extremo local condicionado.

1.39 Definicion. Sea f un campo escalar de n variables y S un subconjunto de R”. Se dice
que f tiene un maximo (resp. minimo) local condicionado (por la condicién x€S) en un punto
a €S, si hay un nimero r > 0 tal que para todo x € B(x,r) N S se verifica que f(a) > f(x)
(resp. f(a) < g(x)). Cuando f tiene en @ un maximo o un minimo local condicionado (por la
condicién xe§) se dice que f tiene un extremo condicionado en a.
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En lo que sigue supondremos que las funciones que intervienen tienen derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una funcién de dos variables
f(x,y) cuando las variables estan obligadas a moverse en una curva I dada por g(x,y) = O:

I = {0y eR’: gxy) = 0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condicién (x,y) € I' o,
equivalentemente, g(x, y) = 0.

Ademés de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que supo-
ner que el vector gradiente de g no se anula en los puntos de I". En estas hipdtesis, para que un
punto (a, b) €I sea un extremo local condicionado de f, es necesario que los vectores gradiente
de f y de g en el punto (a, b) sean linealmente dependientes; es decir, que exista un niimero
real Ay tal que

of dg

—(a,b) + Agp—(a,b) =0

5y @D+ doz-(a.b)
of
dy

Vf(a,b)+ yVg(a,b) =0 5
(@.b) + do=2(a,b) = 0
dy

Como debe cumplirse también que g(a, b) = 0, para recordar estas tres condiciones que debe
cumplir el punto (a, b) se suele definir una nueva funcién de tres variables, llamada funcién de
Lagrange, por

F(x,y,4) = f(x,y) + Ag(x, y)

y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a, b, 4p) es un punto critico de la funcién
de Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):

OF _of dg
a(x’ y’ /l) - ax(x’ y) + /lax(xmy) - 0
OF _of dg

7 (x,y,) = 3 (x,y) + /lay(x,y) =0

oF
67()@ y,A) =g,y =0

b) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una funcién de tres varia-
bles f(x,y,z) cuando las variables estdn obligadas a moverse en una superficie S dada por
g9(x,y,2) = 0:

S ={(r.y.00€R* : g(x,y.2) = 0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condicién (x,y,z) €S o,
equivalentemente, g(x, y,z) = 0.

Ademas de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que su-
poner que el vector gradiente de g no se anula en los puntos de S. En estas hip6tesis, para que
un punto (a,b,c) € § sea un extremo local condicionado de f, es necesario que los vectores
gradiente de f y de g en el punto (a, b, ¢) sean linealmente dependientes; es decir, que exista
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un nimero real Ay tal que

0 o
U (ab,ey+ 102 a,b,c) = 0
Ox ox

P o
Vf(a,b,c) + AVg(a,b,¢) = 0 = %(a, b,c) + /loa—Z(a, b,c)=0

a—f(a, b,c)+ /lo%(a, b,c)=0
0z 0z

Como debe cumplirse también que g(a, b, c) = 0, para recordar estas cuatro condiciones que
debe cumplir el punto (a, b, ¢) se suele definir una nueva funcién de cuatro variables, llamada
funcién de Lagrange, por

F(x,y,z,) = f(x,y,2) + Ag(x, y,2)

y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a, b, c, 1) €s un punto critico de la funcién
de Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):

oF 0 0
—xy,z,A) = —f(x, Y,2) + /l—g(x, y,2) =0
ox ox ox

OF _of dg _
ay(x,y,z,d)— ay(x,y,z)+ﬂay(x,y,z)—0
OF 3 af dg 3

a—z(x, Y,2, ) = 7z (x,y,2) + ﬂaz(x, y,2) =0

oF
m(-x’ y$Z$ /l) - g(X, y,Z) - 0

¢) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una funcién de tres variables
f(x,y,z) cuando las variables estdn obligadas a moverse en una curva I dada por g(x,y,z) =
h(x,y,z) =0:

I ={(xy,2)€R’ : g(x,,2) = hix,y,2) = 0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condicién (x,y,z) €I o,
equivalentemente, g(x, y, z) = h(x,y,z) = 0.

Ademéds de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que su-
poner que los vectores gradiente de g y de A son linealmente independientes en todo punto
de I'. En estas hipétesis, para que un punto (a, b, c) € I' sea un extremo local condicionado de
f, es necesario que los vectores gradiente de f, g y & en el punto (a, b, ¢) sean linealmente
dependientes; es decir, que existan nimeros reales Ay, o tales que

a—f(a, b,c) + /lo@(a, b,c) +,uoa—h(a, b,c) =0
0x ox o0x

0 0 oh
Vf(a,b,c)+ AVg(a,b,c) + uVh(a,b,c) = 0 = a—g(a, b,c) + Aoa—j(a, b,c) +#0@(a, b,c)=0
of

dg oh
8—Z(a,b, o)+ /loa—z(a, b,c) +“°8_z(a’ b,c)=0

Como debe cumplirse también que g(a, b, c) = h(a, b, c) = 0, para recordar estas cinco condi-
ciones que debe cumplir el punto (a, b, ¢) se suele definir una nueva funcién de cinco variables,
llamada funcién de Lagrange, por

F(x,y,z, A, 1) = f(x,y,2) + Ag(x,y,2) + ph(x,y,2)
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Las condiciones anteriores nos dicen que (a, b, ¢, Ay, t49) s un punto critico de la funcién de
Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuaciones (Ilamado sistema de Lagrange):

oF 0 0 oh
—y,z, A p = —f(x, Y,2) + /l—g(x, Y,2) +u—(x,y,2) =0
Ox Ox Ox Ox

oF 0 0 oh
—(xy, 2,0 = —f(x, Y,2) + /l—g(x, Y,2) +u—(x,y,2) =0
oy oy oy oy

oF 0 0 Oh
_(x7y9Z9lnu) = _f(x’ y,Z) + A_g(x’ y,Z) +,Ll—(.x, y,Z) = 0
0z 0z 0z 0z

oF
—_— A = =
ol xy,z,A,1m) = g(x,y,2) =0

oF
—(x,y,z,A,0) = h(x,y,z) =0
Ou

Esta es la teoria que debes saber referente a extremos condicionados. El método que hemos
descrito se conoce como método de los multiplicadores de Lagrange porque las variables A, u
que se introducen se llaman multiplicadores de Lagrange.

La situacién que consideraremos en los ejercicios serd la siguiente: deberds calcular el ma-
ximo o el minimo absolutos de los valores de una funcién cuando las variables estdn sometidas
a una condicién como las que hemos considerado anteriormente (las variables deben estar en
una curva " en el plano, o en una superficie S en el espacio, o en una curva I" dada como inter-
seccion de dos superficies) donde, ademas la curva I o la superficie S, segiin sea el caso, son
conjuntos compactos (lo que deberds justificar en cada caso). En esta situacion, el teorema de
Weierstrass asegura que hay puntos de I' o S en los que la funcién alcanza un maximo y un
minimo absolutos, es decir, son puntos en los que la funcién toma el mayor valor o el menor
valor de todos los valores que toma en I' 0 §. Para calcular dichos puntos lo tnico que debes
hacer es calcular los puntos criticos de la funcién de Lagrange y calcular el valor de la funcién
en cada uno de ellos, aquél punto (o puntos, puede haber més de uno) donde la funcién tome el
mayor valor serd el punto donde se alcanza el mdximo absoluto; aquél punto (o puntos, puede
haber mas de uno) donde la funcién tome el menor valor serd donde se alcanza el minimo
absoluto.

Finalmente, incluyo, por complitud, un resultado que establece condiciones suficientes de
extremo condicionado. No creo que tengas que usarlo.

Condiciones suficientes de extremo condicionado

Supongamos que f es un campo escalar de n variables con derivadas parciales continuas de
segundo orden. Sean g;, 1 < j < m, campos escalares de n variables con derivadas parciales

de segundo orden continuas y definamos M = {x 19;(x)=0,1<j< m}. Se supone que en
todo punto x € M los vectores gradiente Vg;(x) son linealmente independientes. Pongamos

G: (91,92,---,gm)y/l:(/ll,/lz,---,/lm)- Sea

F(x, ) = fx) + (Gx) [ 1)
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la funcién de Lagrange y sea (a,u) un punto critico de la misma. Consideremos el siguiente
polinomio
0m><m J(G’ a)

2
p(Z): J(G,a)’ ( O°F (a,u))K.—zI

0x;0x;
1< jsn

e Si p(z) es de grado n — m y todos sus coeficientes son positivos o negativos, entonces a es
un maximo local condicionado de f.

e Si p(z) es de grado n —m y todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su
signo, entonces a es un minimo local condicionado de f.

o Si p(z) es de grado n — m sus coeficientes nulos estdn seguidos y llegan hasta el término
independiente y los no nulos o bien tienen todos igual signo o van alternando su signo, no se
puede decir nada.

e En otro caso a no es extremo condicionado de f.

1.7.2. Ejercicios propuestos

45. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funcién f(x,y,z) = xyz en los
puntos del elipsoide x* + 44> + 97% = 3.

46. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funcién f(x,y,z) = Y’ +4722 —4dyz —
2xz — 2xy en los puntos del elipsoide 2x? + 33> + 6% = 1.

47. Determinar los puntos sobre la curva x’y = 2 mds préximos al origen.

48. Hallar el punto de la recta interseccién de los planos x —y = 2 y x — 2z = 4, que estd mas
préximo al origen.

49. Calcular el punto P(x, y, z) en el plano de ecuacién 2x + y — z = 5 que estd mas cerca del
origen.

50. El plano x + y + z = 24 corta al paraboloide z = x*> + 4> en una elipse. Calcula los puntos
mads altos y mas bajos de dicha elipse.

51. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular un punto de la elipse
de ecuacidén ) )
x_2 +L o

a’  b?

tal que el segmento determinado por la interseccion de la tangente a la elipse en dicho
punto con los ejes coordenados tenga longitud minima.

51. Dado el elipsoide
2 22
x_2 y_ + Z_ =1
a? b 2

calcular un punto de coordenadas positivas tal que el plano tangente al elipsoide en dicho
punto determine con los ejes coordenados un tetraedro de volumen minimo.
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52. Hallar los puntos de la curva

P-xy+yr -2 =1
P+yt=1

que estan mds préximos al origen de coordenadas.
53. Calcular la minima distancia del origen a la superficie de ecuacién x y*z> = 2.

54. Calcular los valores miximo y minimo de la funcién f(x,y,z) = xyz cuando el punto
(x,y, z) pertenece a la curva definida por la interseccion del plano x+y +z = 0 y la esfera
x2+y2+zz—1:0.

55. Calcular la minima distancia entre la recta x + y = 4 y la circunferencia x> + y> = 1.
56. Calcular la minima distancia entre la recta x —y = 2 y la parébola y = x2.
56. Calcula la distancia minima entre la elipse x> +2y> =6 ylarectax+y = 5.

57. El 4rea de una caja rectangular sin tapa es de 108cm?. Calcular sus dimensiones para que
el volumen sea méximo.

1.7.3. Calculo de extremos en conjuntos compactos

En este tipo de ejercicios se trata de calcular el maximo o el minimo absolutos de una funcién
f con derivadas parciales continuas en un conjunto compacto K formado por la unién de un
conjunto abierto acotado y de su frontera, K = U U Fr(U). En este tipo de ejercicios la existen-
cia de dichos extremos estd asegurada de antemano en virtud del teorema de Weierstrass. Se
trata realmente de dos problemas, pues lo que hay que hacer es estudiar los extremos relativos
de f en el abierto U (un problema de extremos relativos) y estudiar los extremos locales con-
dicionados de f en Fr(U). Si la frontera de U esta definida de forma apropiada (es una curva
o una superficie) éste dltimo es un problema de extremos condicionados. Cuando la frontera
de U estd dada por condiciones sencillas que permiten despejar variables puede hacerse un
estudio directo sin necesidad de recurrir a la teoria de extremos condicionados.

1.7.4. Ejercicios propuestos

58. Calcular los extremos absolutos de f(x,y) = (x> + 24%) e " en el disco x2 + y? < 4.

59. Calcular los valores maximos y minimos absolutos de f(x,y,z) = xy*z> en la bola x> +
2., 2
y +z-< 1.

60. Hallar los extremos absolutos de f(x,y) = x> + 3y* en el circulo x*> — 2x + y*> — 3 < 0.

61. Hallar los extremos absolutos de la funcién f(x, y) = x*y>(1 — x — y) en el conjunto

K={(xy:Ix+ly <1}
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62. Hallar los extremos absolutos de f(x,y) = x*> + y*> — xy — x — y en el conjunto

K= {(x,y)€R2:x>0,y>0,x+y<3}

63. Calcula los extremos absolutos del campo escalar f(x,y,z) = x + y + z en el conjunto

A= {(x,y,z)€R3 X+t <z 1}_

1.8. Derivacion de funciones implicitamente definidas

Sea f(x,y) una funcién de dos variables con derivadas parciales de primer orden continuas
y consideremos la ecuacién f(x,y) = 0. Las soluciones de dicha ecuacién representan una
curva en el plano. Bueno, hablando con propiedad pueden representar algo més general que
una curva. Para que te convenzas de ello basta que consideres la ecuacién

fey =+ - DR -1 +3@y -2 -DHy-x)=0

la funcién f se anula en los puntos de la circunferencia x> + y*> = 1, de la pardbolay = x* y
de la elipse 2(x — 1)? + 3(y — 2)*> = 1. Por tanto la ecuacién f(x,y) = 0 representa la unién de
todas esas curvas.

Figura 1.2: Conjunto dado por f(x,y) =0

Ese conjunto (ver figura (1.2)) no es exactamente una curva pero localmente se parece a una
curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamos un punto (a, b) tal que f(a,b) = 0
entonces hay una bola abierta centrada en (a, b) de radio positivo, B((a, b), r) tal que el cor-
te de dicha bola con el conjunto de puntos V = {(x,y) : f(x,y) = 0} es una curva, donde la
palabra “curva” tiene el significado que le hemos dado en el apartado dedicado al cédlculo de
rectas tangentes. De hecho, no es cierto que la condicién anterior se verifique para todos los
puntos (a, b) tales que f(a,b) = 0. Dicha condicién falla en los puntos donde se cortan dos de
las curvas cuya unién forma V, pues es claro que en dichos puntos el conjunto V no parece
localmente una curva. Pues bien, en dichos puntos se anula el vector gradiente de f y en ellos
la recta tangente no estd definida. Este ejemplo te ayudard a entender lo que sigue.

Volvamos al caso general de una funcién de dos variables f(x,y) con derivadas parciales
continuas de primer orden. Consideremos ahora la ecuacién f(x,y) = 0 desde otro punto de
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vista. Intuitivamente, una ecuacién es una condicién que debe ligar a una de las variables,
es decir, que si en la igualdad f(x,y) = 0 se fija un valor de x entonces el valor de y queda
determinado de manera tnica por dicho valor de x. A veces esto es verdad como en el siguiente
ejemplo. Consideremos

fooy) =y +ye’ +senx

Fijado un valor de x la ecuacién f(x,y) = 0 es un polinomio de tercer grado en y que tiene una
tinica solucién real pues su derivada respecto de y es 3y> +e* que no se anula. Es decir, en este
caso es cierto que la igualdad

Y +ye +senx=0 (1.27)

define de manera tnica a y como funcién de x, en el sentido de que fijado un valor de x, hay
un Unico ¥y = ¢(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funcién ¢(x) estd definida por la
condicién:

0(x)* + p(x) e +senx =0 (1.28)
Se dice que la funcién ¢ esta implicitamente definida por la igualdad (1.27). Puedes calcular
con Mathematica el valor de dicha funcién y comprobards que es bastante complicada. El
hecho es que la mejor forma de trabajar con la funcién ¢ es la igualdad (1.28) que la define.
Por ejemplo, si queremos calcular la derivada de ¢ en un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

3¢’ (0)p(x)* + ¢’ (x) e" +(x)e* +cosx = 0
lo que permite calcular ¢’(x) en funcién de ¢(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la forma f(x,y) = O permita despejar una
variable en funcién de la otra. Para convencerte, considera el primer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla como x*>+y>—1 = 0 permite despejar una variable como
funcion de la otra pues es claro que para cada valor que fijemos de una variable (comprendido
entre -1 y 1) hay dos posibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemos ahora los dos puntos de vista que hemos considerado. Pongamos

I ={pekr®: flry) = 0]

Silaigualdad f(x,y) = 0 permitiera despejar y en funcién de x, es decir, definiera una funcién
y = ¢(x) por la condicién
f,y) =0 = y = p(x)

entonces se tendria que (Ilamando 7 al intervalo donde est4 definida ¢)

I ={(xyer?: flx,y) =0} = {(x,p(x)) : x€I)

es decir, el conjunto I seria la grafica de ¢, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjunto I" puede ser una “curva” mucho mas general que la
gréifica de una funcidén. Pero incluso en este caso, dicha “curva” es localmente, excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una grafica de una funcién.

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al caso de una funcién de tres variables
f(x,y,z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuacién f(x, y, z) = 0. La pregunta
ahora es si fijados un valor de x y otro de y queda determinado de manera tnica un valor de
Z = ¢(x,y) que verifica dicha ecuacién. En caso afirmativo tendriamos que la superficie de
ecuacion f(x, y, z) = 0 coincidirfa con la gréfica de ¢. Ya puedes suponer que esto no es cierto
en general pues la mayoria de las “superficies” no son graficas de funciones.
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El siguiente resultado, conocido como teorema de la funcién implicita, nos dice lo que
podemos afirmar en general en una situacién como la que estamos considerando.

1.8.1. Teorema de la funcién implicita

Suponemos que las funciones que consideramos en lo que sigue tienen derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos primero el caso de una funcién f(x, y) de dos variables. Sea

I ={(xy)eR’: f(x,y) = 0}
Supongamos que (a, b) €I y se verifica que

a—f(a, by+0

7
Entonces existe una funcién ¢ : I — R, definida en un intervalo / tal que a €l 'y ¢(a) = b,
que verifica que f(x, ¢(x)) = 0 para todo x € /. La funcién ¢ se dice que estd implicitamente
definida por la ecuacién f(x,y) = 0. Dicha funcién es derivable en / y su derivada se calcula
derivando la igualdad f(x, ¢(x)) = O respecto a x con lo que se obtiene

O (. o)
d k) T\
a—f(x, 0 + 2L (x, ()" (1) = 0=’ (x) = -0~
X oy
@(x, (x))

Ademads tenemos que

TN x ) = {(ey)eR? : fx.y) = 0} N (I X @(])) = {(x, ¢(x)) : xEI}
es decir, I' es localmente en el punto (a, b) una curva que viene dada por la gréfica de ¢.

b) Consideremos ahora el caso de una funcién f(x, y, z) de tres variables. Sea

S ={ry.9€R’: f(x,5,2) = 0}
Supongamos que (a, b, c)€ S y se verifica que

a—f(a, b,c)#0
0z

Entonces existe una funcién ¢ : U — R, definida en un abierto U c R? con (a,b) € U
y ¢(a,b) = ¢, que verifica que f(x,y,p(x,y)) = 0 para todo (x,y) € U. La funcién ¢ se
dice que estd implicitamente definida por la ecuaciéon f(x,y,z) = 0. Dicha funcién tiene de-

rivadas parciales continuas en U y sus derivadas parciales se calculan derivando la igualdad
f(x,y,0(x,y)) = 0 parcialmente respecto a x e iy con lo que se obtiene

0
- af(xe Y, (p(xe y))
X

0 0 bS] 0
gu%amm+lu%¢mmﬁww=wﬁﬁww=
x 0z Ox ox
a—z(x, Y, 0(x,y))
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of
(9_(,0 —@(X, y,QO(X, y))
Iy

0 0 0
5_f(x, Y, o(x, ) + —f(x, Y, 96 )22 (5, ) = 0= 22 (x,y) =
Yy 0z oy

ﬁ_z(x’ y, QO(X, y))

Ademads tenemos que

S N U x @) = {065, €R’ : f(x,4,2) = 0} N (U X p(U)) = {0, 4, ¢(x, ) : (x,)€ U}

es decir, S es localmente en el punto (a, b, ¢) una superficie que viene dada por la gréafica de ¢.

El teorema de la funcién implicita es mucho mds general pero nos limitaremos a los casos
considerados. En las hipétesis hechas pueden admitirse variaciones. La hipétesis que hay que
hacer siempre es que el vector gradiente de f no sea cero en el punto considerado. En el caso
a) puede suponerse igualmente que

g—z(a, by+#0
y la conclusion es que x puede expresarse localmente como funcién de y, es decir, que hay
una funcién ¢ : J — R definida en un intervalo J tal que b € J y ¥/(b) = a que verifica que
fW(y),y) = 0 para todo yeJ. Lo que sigue ya lo puedes suponer.

Andlogamente, en el caso b) puede suponerse, por ejemplo que

a—f(a, b,c) #0
Ox

entonces es la variable x la que queda definida localmente de forma implicita como funcién de
y, z. T4 mismo puedes completar el enunciado en este caso. Todo esto nos da mds libertad para
elegir la variable que queremos expresar como funcién de las otras, basta con que la derivada
parcial respecto de dicha variable sea distinta de cero.

En la prictica el teorema de la funcién implicita se aplica en la forma que te explico en los
siguientes ejemplos.

1.40 Ejemplo. Comprobar que la ecuacién

xyz+sen(z—6)—2(x+y+ xzyz) =0
define a z como funcién implicita de (x, y) en un entorno de (1, 1), con z(1, 1) = 6. Comprobar
que (1, 1) es un punto critico de la funcién z = z(x, y).
Solucién. Pongamos f(x,y,z) = xyz + sen(z — 6) — 2(x +y + x>y) que tiene derivadas parciales
continuas de todo orden. Tenemos que 5 =Y + cos(z — 6), por lo que (;—]Zc(l, 1,6) =2 #0.

Como, ademds, f(1,1,6) = 0, el teorema de la funcién implicita garantiza que hay una funcién
con derivadas parciales continuas, (x,y) — z(x, y), definida en un entorno, U, de (1, 1) tal que
z(1,1) =6,y

f(x,y,z(x,y)) = 0 paratodo (x,y)eU.

Derivando esta identidad tenemos que:

o + 520 yz —2(1 + 2xy°) + (xy + cos(z 6))6x =0 (D
a—f+ df 0z =xz-2(1 +2x2y)+(xy+cos(z—6))% =0 (2
dy 0z 0y Oy
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Donde las derivadas parciales de la funcidn implicita z = z(x, y) estdn calculadas en un punto
(x,y) € U y las de f estdn calculadas en el punto (x,y,z(x,y)). Haciendo x = y = 1, z =

0
z(1,1) = 6, en las igualdades anteriores, se obtiene que a—z(l, 1) = a—z(l, 1) =0,estoes, (1,1)
X Y

es un punto critico de z = z(x, y). ¢

El ejemplo anterior es todavia demasiado explicito, nos dice muy claramente lo que hay
que hacer. Lo mas frecuente es que nos encontremos con ejercicios como el siguiente.

1.41 Ejemplo. Sabiendo que

yeos(xz) + x> e —z+1=0 (1.29)

0
Calcular a—z(x, y) y particularizar para el punto (x, y) = (0,0).
X

Solucién. En un ejercicio como este lo mas fécil es que en la igualdad (1.29) sustituyas men-
talmente z = z(x, y) y la veas como

ycos (xz(x, y)) + x> Y —z(x, ) +1=0 (1.30)

es decir, supones que has calculado para valores de x e y dados la solucién respecto a z de la
igualdad (1.29). Esta solucién (que de hecho no es posible expresar de forma explicita, esto es,
que no puede calcularse) la representamos por z = z(x, y) y es la funcion implicita definida por
laigualdad (1.29) (el teorema de la funcién implicita que es un teorema de existencia garantiza
que dicha funcidn existe). Ahora derivamos en la igualdad (1.30) respecto a x para obtener

0 1) 0
—ysen (xz(x, 1) |26 1) + x ()| + 302 Y 133y 2 (x, ) €Y — (3, ) = 0
Ox ox Ox

de donde
y2(x, y) sen (x 2(x, y)) — 3x% VY

0z

_(-x’ y) = 3 (y)
Ox Xy ey —xysen(xz(x,y)) — 1

Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre que el denominador de la fraccion sea dis-
tinto de cero. Puedes comprobar que si llamas f(x, y,z) = ycos(xz) + x° €Y —z + 1 entonces la
igualdad anterior es precisamente

af
_a(x’ Y, Z)

of
ﬁ_z(x’ Y, Z)

calculada en el punto (x, y, z(x, y)). Para (x,y) = (0,0) se tiene que z(0,0) viene dado por la
ecuacién que se obtiene haciendo x = 0 e y = 0 en la igualdad (1.29) de donde se sigue
2(0,0) = 1. Ademas

of f

—(0,0,2(0,0)) = 6—(0, 0,1)=-1%£0
0z 0z

Por lo que

0z 0
—(0,0)=— =0
(9x( ) -1
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1.8.2. Ejercicios propuestos

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcion z = z(x, y) definida impli-
citamente por y z* + x?z3 — e*¥% = 0. Particularizar para el punto (x, y) = (1,0).

Calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcion z = z(x, y) definida impli-
citamente por z° + ze* +cosy = 0.

Calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcién z = z(x, y) dada implici-
tamente por 3x%y? + 2z°xy — 2zx° + 4zy® — 4 = 0, en el punto (2, 1) siendo z(2,1) = 2.

Supongamos que la igualdad

2

y+z V4
jg(z)dz + j h(t)dt = 0
Xy 3x+y

donde g y & son funciones reales derivables, define a z como funcién implicita de x, y.
Calcular las derivadas parciales de primer orden de z = z(x, y).

Supongamos que la igualdad F(x,y,z) = 0 determina implicitamente funciones diferen-
0xdy 0

ciables x = x(y, 2), y = y(x,2), z = z(x, y). Probar que XA _ .
Oy 0z Ox

Calcular la derivada de la funcién y = y(x) definida implicitamente por
X432 -2y -2y=0

Particularizar para x = 1 sabiendo que y(1) = 1.

70. Calcular la derivada de la funcién y = y(x) definida implicitamente por
ylog(x> + y*) = 2xy =0
Particularizar para x = 0 sabiendo que y(0) = 1.
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Leccion 2

Integrales multiples

Introduccion

Las integrales de funciones reales de una variable, llamadas también integrales simples,
ya han sido consideradas en la Leccién 8. En esta Leccién vamos a estudiar la integracion de
funciones reales de dos o mds variables. Estas integrales suelen llamarse integrales miiltiples.
Aunque, por su mayor interés practico, nos vamos a limitar a funciones de dos y de tres va-
riables, los resultados que expondremos se generalizan con facilidad para funciones reales de
cualquier ndmero de variables. Como ya es usual en estas notas, eludiremos los aspectos mds
tedricos para centrarnos en las técnicas de célculo de integrales dobles y triples. Vamos a ver
que el calculo de dichas integrales se reduce al cdlculo de dos o tres integrales simples lo que
suele hacerse calculando las correspondientes primitivas. Por tanto, si no sabes calcular primi-
tivas no podrds calcular integrales dobles y triples. El drea de una superficie en R? o el flujo
de un campo vectorial a través de la misma, vienen dados por medio de integrales dobles; la
masa de un sélido en R? o la carga eléctrica que encierra el mismo vienen dados por integrales
triples. Los resultados principales del Anélisis Vectorial, esto es, los teoremas de Green, de
Gauss y de Stokes, se formulan por medio de integrales dobles y triples. Dichos resultados son
herramientas bésicas en la teorfa de campos electromagnéticos y en la mecénica de fluidos.

En lo que sigue, consideraremos campos escalares acotados de dos o tres variables que
supondremos definidos en subconjuntos acotados de R? o R? cuya frontera consta de un niimero
finito de curvas o superficies suaves (de clase C'). Supondremos que los campos son continuos
en todos los puntos de su conjunto de definicién salvo, quizds, en los puntos de un conjunto
finito de curvas o superficies suaves donde puede haber discontinuidades.

En la direccién http://www.ugr.es/local/fjperez/integrales_multiples.nb podras descargar un
cuaderno de Mathematica que es un complemento ttil de estos apuntes y en el que también
hay algunos ejercicios resueltos.

2.1. Integrales dobles y triples

Sea f : A — R un campo escalar de dos variables definido en un conjunto A c RZ.
Consideremos primero el caso mds sencillo en que A = [a, b] X [c, d] es un rectangulo. Sean

P = {a = X0, X1,X25 oy Xpo1, Xp = b}, 0= {c = Y0, Y1, Y2y Yg-1.Yg = d}

particiones de los intervalos [a, b] y [c, d] respectivamente. Dichas particiones determinan una
particion, que notamos P X Q, del rectingulo A = [a, b] X [c, d] en subrectdngulos [x;_, x;] X
[yj-1,y;l,donde 1 < i < p, 1 < j < g.Observa que dichos subrectdngulos solamente pueden
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cortarse en sus fronteras y la unién de todos ellos es A. Una suma de Riemann de f para la
particién P X Q es un nimero que se obtiene eligiendo puntos (s;, ;) € [xi—1, x;] X [y;j-1,y;] y
calculando la suma

D Fsi = xi)(; =y @1

I<i<p

1<j<q
Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particiones Py Q
se hace arbitrariamente pequeiia (o sea, tiende a 0), las sumas de Riemann de f se aproximan
tanto como se quiera a un nimero real que es, por definicidn, la integral de Riemann de f en
el rectangulo [a, b] X [c, d], que se representa por

| rewdcey
[a,b]x[c,d]

Consideremos ahora que A es un conjunto acotado en R? y definamos la funcién f, : R —
R por
fuy)  si(x,y)eA

Jaloy) = {0 si(x,y)zA

Observa que la funcidn f4 puede tener discontinuidades en las curvas frontera de A. Se verifica
que si B es un rectdngulo que contiene a A la integral

{[ face ey
B

existe en el sentido que hemos definido mds arriba y es independiente del rectingulo B que
contiene a A. El valor de dicha integral se representa por

{[ reemdcen
A

y se llama la integral de Riemann de f en A.

Las integrales que acabamos de definir para campos escalares de dos variables se llaman
integrales dobles.

Sea ahora f : A — R un campo escalar de tres variables definido en un conjunto A C R?.
Consideremos primero el caso mas sencillo en que A = [a, b] X [c,d] X [u,v] es un ortoedro.
Sean

P={a=x0,x1,...,x,,=b}, Q={c=y0,y1,...,yq=d}, R={u=z20,z1,...,2 = d}

particiones de los intervalos [a, b], [c,d] y [u, v] respectivamente. Dichas particiones determi-
nan una particion de A = [a, b] X [c,d] X [u,v] en ortoedros del tipo [x;_1, x;] X [y-1,y,] X
[zk-1,zx], donde 1 < i< p,1 < j<gq,1 <k < r.Dichos ortoedros solamente pueden cortarse
en sus fronteras y la unién de todos ellos es A. Representaremos de forma simbdlica dicha
particion del ortoedro A por P x Q X R. Una suma de Riemann de f para la particiéon P X Q X R
es un nimero que se obtiene eligiendo puntos (s;,#;, wk) € [xi—1, X1 X [yj-1,y;] X [zk-1, 2] y
calculando la suma

D7 FCsintjwoxi = X)W = ¥~ 21) (2.2)

1<i<p
1<j<q
1<ksr
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Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particiones P, Q, R
tiende a O las sumas de Riemann de f se aproximan tanto como se quiera a un nimero real
que es, por definicidn, la integral de Riemann de f en el ortoedro [a, b] X [c, d] X [u,v], que se
representa por

([ 1@y 0dey0

[a,b]X[c,d]x[u,v]

Consideremos ahora que A es un conjunto acotado en R? y definamos la funcién f : R® — R
por
fhy.2)  si(xy,20)€A

Jalx,y,2) = {0 si (x,y,2)2 A

Observa que la funcién f4 puede tener discontinuidades en las superficies frontera de A. Se
verifica que si B es un ortoedro que contiene a A la integral

jf falx,y,2)d(x, y,2)
B

existe en el sentido que hemos definido més arriba y es independiente del ortoedro B que
contiene a A. El valor de dicha integral se representa por

H f(x,y,2)d(x,y,2)
A

y se llama la integral de Riemann de f en A.

Las integrales que acabamos de definir para campos escalares de tres variables se llaman
integrales triples.

Naturalmente, las definiciones que acabamos de dar no son ttiles para calcular integrales.
Lo que debes recordar es que podemos obtener un valor aproximado de una integral doble o
triple por medio de sumas de Riemann, y cuanto més pequefas sean las longitudes de todos
los intervalos de las particiones mejor serd la aproximacién obtenida.

2.1.1. Interpretaciones de las integrales dobles y triples

Sea f : A — R un campo escalar de dos variables definido en un conjunto A ¢ RZ.
Supongamos que f(x,y) > 0 para todo (x,y) € A. Consideremos el “cilindro” en R* que tiene
como base el conjunto A y como tapadera la grifica de f, es decir el conjunto

C(,A) = {(ry, DER’ : (x,y) €A, 0< 2 < flx,y)).

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la funcién f(x,y) = 4 — x*> — y*> y los
conjuntos A = [-1,1] x [-1,1]y A = {(x, y) x>+’ < 2}.

En esta situacién, una suma de Riemann del tipo (2.1) representa una aproximacién del
volumen del conjunto C(f,A). Pues lo que hacemos en (2.1) es sumar los volimenes de pe-
quefios ortoedros de base los rectdngulos R;; = [x;_1, x;] X [yj-1,y,] y altura f(s;, ;). Es claro
que la suma de todos estos volimenes es una aproximacion del volumen del conjunto C(f, A).
La aproximacion es tanto mejor cuanto mas pequefios sean los lados de los rectangulos R;; y,
en el limite, el volumen del conjunto C(f, A) viene dado por la integral doble de f en A.

j f(x,y)d(x,y) = volumen(C(f,A)) (2.3)
A
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DN

=

=

Z

\

La siguientes figura muestra aproximaciones al volumen del primero de los dos conjuntos
representados en la figura anterior.

Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemplo, la funcién f pue-
de representar una densidad superficial de masa o de carga eléctrica en una ldmina plana A. En

tal caso la integral doble J f(x,y)d(x,y) proporciona, respectivamente, la masa o la carga

A
total de la ldmina A.

Las integrales dobles permiten calcular dreas planas. En efecto, basta tener en cuenta que
si f es lafuncion constante igual a 1, esto es f(x,y) = 1 para todo (x,y) €A, entonces se tiene
que volumen(C(f,A)) = area(A), pues el volumen de un cilindro de altura constante igual a 1

es numéricamente igual al drea de su base.

ﬂ d(x,y) = drea(A) (2.4)
A

Las integrales triples tienen andlogas interpretaciones. Si f : A — R es un campo escalar
de tres variables definido en un conjunto A ¢ R® que representa una densidad volumétrica de

masa o de carga eléctrica en un sélido A, la integral triple ij f(x,y,2)d(x,y,z) proporciona,

respectivamente, la masa o la carga total del sélido A.
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Si integramos la funcién constante igual a 1 en un sélido A ¢ R3, obtenemos su volumen.

jﬂ d(x,y,2) = volumen(A) 2.5)
A

2.2. Calculo de integrales dobles y triples

Las definiciones que hemos dado de integral doble y triple no son titiles para el cdlculo. En
dichas definiciones la integral aparece como un limite de sumas de Riemann. De hecho, a partir
de las definiciones dadas, es facil obtener el siguiente resultado. Recuerda que en la Leccion
8 definimos el paso de una particién P, y lo representamos por 6(P), como la mayor de las
longitudes de los subintervalos de dicha particion.

2.1 Teorema (Convergencia de las sumas integrales). Sea f : [a,b] X [c,d] — R un campo
escalar de dos variables, {P,} y {Q,} sucesiones de particiones de [a, b] y [c, d] respectivamen-
te, tales que {0(P,)} — 0y {6(Q,)} — 0. Sea o (f, P, X Q) una suma de Riemann de f para la
particion P, X Q,. Se verifica entonces que

lim (£, P, x 00 = | frydeny)

[a,b]x[c,d]

Naturalmente, un resultado andlogo se tiene para integrales triples. Este resultado permite
en algunos casos particulares y con bastante esfuerzo e ingenio calcular ciertas integrales.
Como enseguida aprenderemos a calcular integrales multiples con facilidad, es mds interesante
usar dicho resultado sensu contrario para calcular los limites de ciertas sucesiones.

Las dos herramientas bdsicas para el cédlculo de integrales multiples son los teorema de
Fubini y del cambio de variables.

2.2.1. Integrales iteradas. Teorema de Fubini elemental

El teorema de Fubini es uno de los resultados mas utiles del célculo integral. Se trata de
un resultado valido en condiciones mucho mds generales que las que estamos considerando en
esta Leccion. La versidén que vamos a ver, que es justamente la que necesitamos aqui, puede
considerarse una “version elemental” de dicho teorema. Esencialmente, el teorema de Fubini
permite calcular una integral doble o triple haciendo dos o tres integrales simples. No es dificil
comprender lo que dice el teorema ni tampoco lo es entender por qué se cumple. De hecho, no
es la primera vez que en este curso aparece dicho teorema. El Principio de Cavalieri y el cdlculo
de voliimenes por secciones planas son casos particulares del teorema de Fubini. De hecho, es
este ultimo resultado el que vamos a usar ahora. Lo repito aqui para mayor comodidad.

2.2 Teorema (Calculo de volimenes por secciones planas). El volumen de una region en R
es igual a la integral del drea de sus secciones por planos paralelos a uno dado.

Este resultado permite calcular volimenes calculando dreas de secciones planas y tiene
importantes consecuencias para el cdlculo de integrales dobles.

Consideremos una funcién positiva, f, definida en el rectdngulo A = [a, b] X [c, d]. Ponga-
mos
Q= {(x,y,z)€R3 t(x,y)eA, 0<z< f(x,y)}.

Para calcular el volumen del conjunto Q2 podemos proceder como sigue. Para cada xq fijo
calculamos el drea de la seccidn, Q(xp), que se obtiene cortando € con el plano de ecuacién
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X = xp. Fijate que Q(x¢) es una seccién de Q perpendicular al eje OX y, por tanto, paralela al
plano YZ. Como

Q(x0) = {(x0,¥,2) : y€le,d], 0 <z < flxo,y)}

se tiene que ((xp) es la region del plano X = xy comprendida entre la curva z = f(xg, y), el eje

d
OY y lasrectas y = ¢, y = d. Como sabes, el drea de dicha regidn viene dada por f f(xo,y)dy.

Para calcular el volumen de Q hay que integrar las dreas de las secciones Q(x) cuando x € [a, b],
y obtenemos finalmente que

b[d
ﬂ f(x, y)d(x, y) = volumen(Q) = jl fxny) dy] dx (2.6)

[a,b]x[c,d] a

Razonando de forma andloga, considerando secciones Q(y) de Q paralelas al plano XZ, se
obtiene la igualdad

d[ b
{[ £erwdcey) = volumen(@) = jlj fooy) dx‘ dy 2.7)
[a.b]x[c.d] c lLa
De las igualdades (2.6) y (2.7) se deduce que
bl d ] d[ b
[ reewacey = [|[ focmdy|de = j[j fiy) dx} dy 2.8)
[a,b]x[c.d] a le ] ¢ La

by d d[ b 7
Las integrales j l Jfy) dy} dxy j j f(x,y)dx | dy sellaman integrales iteradasy, en las

La

a c |
hipétesis hechas al principio de esta Leccidn, son iguales y su valor comtn es igual a la integral

doble fj f(x,y)d(x,y). Observa que las integrales iteradas son dos integrales simples. Para

[a,b]x[c,d]
d

calcular f f(x,y)dy lo que se hace es integrar respecto a la variable y considerando x fija.

c
Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la funciéon y — f(x,y) y usar la regla
de Barrow. Fijate que una primitiva de la funcién y — f(x,y) puede describirse como una
primitiva parcial de f(x,y) con respecto a y. ;Te recuerda esto a la derivacién parcial?

La representacién grafica siguiente puede ayudarte a entender lo que se hace. La funcién
representada es f(x,y) = /36 — 3x2 — 642 en el rectdngulo [-2,2] X [-2,2]. Puedes ver el
“cilindro” Q bajo la gréifica de la funcién, la seccién del mismo por el plano X = 0y la
proyeccion de dicha seccién sobre el plano YZ.

Para calcular una integral jf f(x,y)d(x,y) cuando el recinto de integracién, A, no es un

rectangulo, se procede de la mi:ma forma. La tnica diferencia es que ahora tenemos que empe-
zar por determinar los valores de x tales que el plano X = x corta al “cilindro” bajo la gréfica
de f, es decir, tenemos que determinar la proyeccion de A sobre el eje OX. Supongamos que
dicha proyeccion sea un intervalo [a, b]. Ahora, para cada x € [a, b] hay que calcular el 4rea
de la seccion Q(x) o, lo que es igual, el drea de la region en el plano YZ comprendida entre el
eje OY y lacurva z = f(x,y) donde la variable y estd en el conjunto A(x) = {y : (x,y)€A}.
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z=£(0,y)

Supongamos que A(x) sea un intervalo (tampoco pasa nada si es unién de varios intervalos).
Entonces tenemos que

b

[[ reemdeen = | [ foempdy|dx 2.9)

A a [A(x)

Andlogamente se obtiene que

d

[ remacey = [| [ feepdr|ay (2.10)

A ¢ A(y)

Donde hemos supuesto que [c, d] es la proyeccion de A sobre el eje OY,y para cada ye€|c,d]
es A(y) = {x: (x,y) €A}

En los casos mds corrientes el conjunto A suele ser un conjunto de tipo I o de tipo II
(recuerda que los vimos al estudiar las Aplicaciones de la Integral). Esto es

A = {(x,y):a<x<b, gx)<y<hx)} (tipo I)
A = {ny)e<y<d, o) <x<yy}  (tipoll)
En tales casos tenemos que
b [ h(x)
[[repacy = []] reydy|de @.11)
A a |g(x)
d [vy) ]
[ repacey = [ ] fepdx|dy 2.12)
A ¢ le@) ]

Observa que para el caso en que f(x,y) = 1 recuperamos las férmulas ya conocidas para el
calculo de areas de regiones planas de tipo 1 y tipo II.

Aunque hemos supuesto inicialmente, para poder aplicar el teorema (2.2), que la funcién
f es positiva, las igualdades obtenidas son validas, en las hipdtesis hechas al principio de la
Leccidn, cualquiera sea la funcién que integramos.

De forma anéloga a lo antes visto, el teorema de Fubini permite calcular integrales triples
sin més que calcular tres integrales simples. Para el caso de una funcién f definida en el
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rectdngulo de R? A = [a, b] X [¢,d] X [u, v] se tiene que

b[d[ v
[ reyody = flf lff(x,y,z) dz} dy} dx

la,b]X[c,d]X[u,v] a lLc

Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valor de todas ellas es el mismo. Natu-
ralmente, cuando A es un subconjunto de R hay mds posibilidades, pero la idea es siempre
la misma: se obtiene primero la proyeccion de A sobre uno de los ejes o sobre uno de los
planos coordenados, y para cada punto fijado en dicha proyeccion se obtiene el conjunto
de los puntos de A que lo proyectan.

Si, por ejemplo, la proyeccién de A sobre el eje OZ es un intervalo J = [u,v], y para
cadazeJ es A(z) = {(x,y) : (x,y,z) €A} (conjunto de los puntos de A que se proyectan en z),
entonces

H fy,0)d(x,y,2) = fv[f fx,y,2)d(x, y)
A

u |A(z)

En el caso en que A sea un conjunto de tipo I en R3, es decir, A puede representarse en la
forma

={(x,y,2) : (5, €, g(x,y) <z < h(x,y)}

donde Q es la proyeccién de A sobre el plano XY, y g, h, son funciones reales definidas en €2,
entonces tenemos que

h(x.y)
J[f reeadno = [f L [ sona dZ] ey

Q lg(xy)
2.3 Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de ecuacién

)C2 2 2

y Lz _
-+ " + - =1
donde a > 0,b > 0, ¢ > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.
2 2
Se trata, pues, de calcular el volumen del conjunto Q = {(x, Y,2) . — 5+ % + Z—z <1, z=> 0}.
xz 2
La proyeccion de Q sobre el plano XY es el conjunto A = {(x, y) i+ ) < 1}. Podemos
escribir
2
Q=40x0y,2): (LyeA 0<z<cyll-—5-7
a b

La igualdad (2.3) nos dice que

2 yZ

volumen(Q) = jf c 2 d(x,y)
A

Para calcular esta integral doble podemos aplicar el teorema de Fubini. Observa que A es una
regién de tipo I en R? pues

={(x y):-a<x<a, —b\/l—x2/a2<y<b\/l—x2/a2}
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___y_2 ) ljcz/a2 2
ﬂ 1 Sdxy) = 1 b2 dy dx

—a

Por tanto

1- xz/a2
Tenemos que
b\1-x%/a? 2 n/2 1
f cyll - b2 dy = [y b1 —-x%/a? sent] be(1-x%/a?) f cos?tdt = Ebcn(l—xz/az)
-b\1-2/a /2
Finalmente

1, 2
volumen(Q) = zbcnf(l - x*/a¥)dx = gabczr

4
El volumen del elipsoide completo es gabcn. En particular, si el elipsoide es una esfera de

4
radio r, esto es a = b = ¢ = r, deducimos que el volumen de la esfera es —nr,
En lugar de proyectar sobre el plano XY podemos proyectar Q2 sobre el eje OZ. Dicha
proyeccion es el intervalo [0, c]. Para cada z € [0, c] tenemos que el conjunto de puntos de Q
que se proyectan en z, es decir, la seccién de Q por el plano Z = z, es el conjunto

2 2
Q@) = {(x b2 4 s <= ;}
Como 2 P 2 2P
—+—\1—§<:>;+U—2<1
dondeu =a[1 -5, v=>b4/1- c_2 Deducimos que €(z) es una elipse contenida en el plano
Z = z de semiejes u, v. Sabemos que el drea de dicha elipse es igual a muv = mab (1 - c—z) En

consecuencia, el volumen de Q viene dado por

C 2 2
jﬂab(l - Z—) dz = —abcr
3 c? 3

En la siguiente figura se ha representado el semi-elipsoide abierto para que pueda apreciarse
mejor una seccién por un plano de altura constante.

¢

Observa que a los cdlculos anteriores también se llega si tratamos de calcular directamente
el volumen de Q por medio de una integral triple. Sabemos que

volumen(Q) = fjf d(x,y,2)
Q
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Para calcular esta integral aplicamos el teorema de Fubini. Proyectando Q sobre el plano XY
tenemos que

c\1-x2/a®—y?/b? 5

jﬂ d(x,5,2) = ﬂ Oj dz | d(x,y) = £jc - ;C—z - % d(x, )

Proyectando Q sobre el eje OZ tenemos que

jg{j d(x,y,2) = j jf d(x, y)} dz = Ojcﬂab(l - i—i) dz

0 Q)

2.2.2. Teorema del cambio de variables

Para funciones de una variable sabemos que

b d
[ f@ax = [ fgag'mar

donde se supone que @ < by g(c) = a, g(d) = b. Supongamos que la funcién g es inyectiva,
entonces g debe ser creciente o decreciente. Si es decreciente se tiene que d < ¢y g’'(f) < 0,
por lo que |g’(¢)] = —¢g’(t) y podemos escribir

d c
[ rgmg'war = [ fgolg@idr
c d

Podemos, por tanto, cuando g es inyectiva, escribir en todos los casos

b B
[ foax = [ fg@ig@idr (2.13)

donde g es una biyeccién del intervalo [a, b] sobre el intervalo [a, 5]. Esta féormula se generaliza
para funciones de varias variables dando lugar al teorema del cambio de variables.

El teorema del cambio de variable para integrales dobles afirma que

Jf remacey) = [ faw videt s, vl d,v) (2.14)
A B
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donde se supone que la funcién g es una biyeccién de B sobre A de clase C' (sus funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas) con determinante jacobiano distinto de cero,
esto es, det J,(u,v) # 0 para todo (u,v) € B. En esta férmula se interpreta que la funcién g hace
un cambio de coordenadas pues permite asignar a cada punto (x, y) €A el inico punto (u,v) € B
tal que g(u, v) = (x,y).

Aunque la integral de la derecha en la férmula (2.14) parece mds complicada que la de la
izquierda, cuando hacemos un cambio de variable lo que se trata es de conseguir que o bien la
funcién
f(g(u,v))ldet J,(u,v)| sea mds sencilla de integrar en B que la funcién f(x,y) en A o bien que
el recinto de integracidn B sea mds sencillo que A. Si podemos conseguir las dos cosas, mejor.

Las condiciones que hemos supuesto para la validez de la férmula (2.14) se pueden relajar
un poco permitiendo que puedan fallar en un ndmero finito de curvas. Por ejemplo, es suficiente
que g sea una biyeccién de B sobre el conjunto A en el que se ha suprimido un segmento; o
puede permitirse que el determinante jacobiano de g se anule en alguna curva en B. La idea,
que no hay que olvidar, es que para calcular integrales dobles podemos ignorar lo que pasa en

374

conjuntos de “drea cero”.

Solamente con la préctica se puede aprender cudndo es conveniente hacer un cambio de
variables y qué funcién es la adecuada para realizarlo. Para integrales dobles el cambio de
variable més util es a coordenadas polares. Ya hemos considerado dichas coordenadas en la
Leccidn 8 pero conviene recordarlas ahora.

2.2.2.1. Coordenadas polares

La funcién g(p,®#) = (pcos, psenid) es una Y
biyeccién de R*x] — m, 7] sobre R\ {(0,0)}.
Las componentes de g tienen derivadas parcia-
les continuas y ficilmente se comprueba que psené  (x,y)
det J,(p,¥) = p > 0. El par de niimeros (p, }) 7T

dados por x = pcost, y = psen?) donde p > 0
y —m < ¥ < « se llaman coordenadas polares
del punto de coordenadas cartesianas (x, y).

@ --------2

pcos6

La férmula del cambio de variables (2.14) para el caso de coordenadas polares se expresa
por

ﬂ oy d(x,y) = H f(pcos 9, psen)p d(p, ) (2.15)
A B

La mayor dificultad para aplicar esta formula es la determinacién del conjunto B. Dicho con-
junto viene dado por

B={(p,)eER"X] —m, 7] : (pcost?,psen?) €A}

Si, por ejemplo, el conjunto A es de tipo I, A = {(x,y) : a < x < b, g(x) < y < h(x)}, entonces
B = {(p,)HeR*X]—m, 7] : a < pcost? < b, glpcos?) < psendd < h(pcos?)}. Es importante
describir bien el conjunto B porque para calcular la integral fj f(pcos, psenth)pd(p,?)

B
tienes que aplicar, naturalmente, el teorema de Fubini. Si, por ejemplo,

B={(p,0):a<?<p, g(?) <p<h®),
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entonces

B[ h(9)

ﬂ oy d(x,y) = H fpcosd, psenPpd(p, ?) = ILI f(pcosd, psen®)pdd) | dp
A B a lg®

(2.16)
Las coordenadas polares son especialmente ttiles cuando el conjunto A es un circulo, o un
sector circular o una corona circular, pues en estos casos el conjunto B es muy sencillo. Si, por
ejemplo, A es el disco D((0, 0), R) de centro el origen y radio R, D((0,0), R) = {(x, Yy x>+’ < Rz},
entonces

B ={(p,)eR"X] —m,x]: p <R} =]0,R]X] — m, 7]

Por tanto
R[n [ R
H oy dix,y) = flj f(pcosd, psendpdd | dp = j[f f(pcosd, psenPpdp | d?
D((0,0),R) 0 L-n 1o

(2.17)
El teorema del cambio de variable para integrales triples afirma que

fﬂ oy, 2)d(y,2) = Hf F(g(u, v, wy)ldet J,(u, v, )| d(u, v, w) (2.18)
A B

donde se supone que la funcién g es una biyeccién de B sobre A de clase C' (sus funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas) con determinante jacobiano distinto de cero,
esto es, detJ,(u,v,w) # 0 para todo (u,v,w) € B. Estas condiciones se pueden relajar un poco
permitiendo que puedan fallar en un niimero finito de superficies. Por ejemplo, es suficiente
que g sea una biyeccion de B sobre el conjunto A en el que se ha suprimido un trozo de plano;
o puede permitirse que el determinante jacobiano de g se anule en alguna superficie en B. La
idea, que no hay que olvidar, es que para calcular integrales triples podemos ignorar lo que
pasa en conjuntos de “volumen cero”.

2.2.2.2. Coordenadas esféricas
La funcién

g(p, 9, p) = (psengcos i, p sen p sen?, p cos @)

es una biyeccion de R*x] — &, ] x [0, 7] so-
bre R3 \ {(0,0,0)}. Las componentes de g tie-
nen derivadas parciales continuas y facilmente o
se comprueba que det J,(p, ¥, ¢) = —p*sen .
La terna de numeros (p,w,¢) dados por

psenpsen® y

x =psengcost), y = psengsent), 7 = pcose D
dondep >0y - <& <7mm0<¢p<m,sella- 0 .
man coordenadas esféricas del punto de coor- psengcos®  psenp

denadas cartesianas (x, y, z).

La férmula del cambio de variables (2.18) para el caso de coordenadas esféricas se expresa
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por

jf f,y,2)d(x,y,2) = ff f(psengcostd, psengsentd, pcos @)’ sen g d(p, 9, @)
A B

(2.19)
La mayor dificultad para aplicar esta féormula es la determinacién del conjunto B. Dicho con-
junto viene dado por

B ={(p,%,¢)eR*X] — mr,7] X [0, 7] : (psengpcos?,psengsentd, pcosp)EA}

Las coordenadas esféricas son especialmente ttiles cuando el conjunto A es una esfera, o un
sector esférico o una corona esférica, pues en estos casos el conjunto B es muy sencillo. Si, por

ejemplo, A = B((0,0,0),R) = {(x, Y,2) X+’ + 72 < Rz} (esfera de centro el origen y radio
R), entonces

B ={(p,%,¢)eR"X] —m, ] X [0,7] : p < R} =]0,R]x] — m, 7] x [0, x]

Por tanto

o | dp

R[n[n
fx,y,2)d(x,y,2) = f [I [I f(psengcos ¥, psengsent, pcosp)p’ sen g dy
B((0,0,0).R) 0 l-7 Lo

(2.20)
y la integral iterada puede hacerse en el orden que se quiera.

Interpretacion intuitiva de la formula del cambio de variables

Todo esto estd muy bien, pero ;por qué se cumple el teorema del cambio de variables?
Excepto el parecido formal que hay entre las férmulas (2.13) y (2.14), nada te he dicho que
te ayude a comprender por qué dicho teorema tiene que ser cierto. No es dificil comprender
de forma intuitiva las razones profundas del teorema. Por comodidad, consideremos el caso de
integrales dobles. En la igualdad

{[ resmdcey = [[ rgtuonidetJyw, vl dew, vy 2.21)
A B

supongamos que la funcién f es la funcién constantemente igual a 1. Entonces dicha igualdad
nos dice que

| deew = [[1det sy, v)1dew,v) (2.22)
A B

y como, jf d(x,y) es el drea del conjunto A = g(B), lo que nos dice esta igualdad es que
A

drea(g(B)) = H|det T, (u,v)] d(u, v) (2.23)
B

En particular, si la aplicacién g es una aplicacién lineal de R? en R?, entonces el determinante
jacobiano de g es el determinante de g (como aplicacion lineal), esto es, det J,(u, v) = det(g).
Si, ademds, tomamos como conjunto B el intervalo [0, 1] X [0, 1], obtenemos que

1

drea(g([0, 1] x [0, 1)) = H \det J, (i, v)] d(u, v) :f

[0,1]x[0,1] 0

1
|det (g)ldu] dv =|det(g)| (2.24)
0
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Es decir, el valor absoluto del determinante de una aplicacion lineal es el drea de la imagen
por dicha aplicacién del intervalo unidad [0, 1] X [0, 1]. jQue esto efectivamente se cumple
puedes comprobarlo de forma elemental! Observa que en el caso, todavia mds especial, de que
g sea una aplicacion lineal del tipo g(x, y) = (ax, by) donde a y b son nimeros reales, entonces
|det (g)| = |ab| y, evidentemente, drea(g([0, 1] x [0, 1])) = |ab|. En este caso se ve claramente
que |det (g)| representa el producto de las dilataciones que realiza g en cada uno de los ejes.
Esta interpretacion también es correcta para cualquier aplicacion lineal.

Podemos interpretar ahora la igualdad (2.23) anterior. En ella lo que se hace es aproximar
localmente la aplicacién diferenciable g por su aplicacién derivada la cual, como sabes, es una
aplicacién lineal de R? en R? cuyo determinante es precisamente el determinante jacobiano
de g, det J,(u,v). De forma sugerente, la igualdad (2.23) expresa que la dilatacion global que
produce en el conjunto B la aplicacion diferenciable g se obtiene integrando las dilataciones
locales, y éstas se calculan sustituyendo g por su aplicacion derivada, lo que, por lo que
acabamos de decir, explica la intervencién de |det J,(«, v)| en la férmula (2.21).

La demostracion, que es bastante técnica, de la férmula del cambio de variables (2.21)
consiste en demostrar la igualdad (2.22), pues de ella se deduce con facilidad el caso general.
Confio en que con lo antes dicho hayas llegado a entrever las razones profundas de por qué se
verifica dicha igualdad.

2.2.3. Ejercicios propuestos

71. Calcula la integral de la funcién f : A — R en los siguientes casos:

a) f(x,y) = 1 siendo A la regién limitada por y*> = x3, y = x.

b) f(x,y) = x* siendo A la regién limitada por xy = 16, y = x, y =0, x = 8.

¢) f(x,y) = xsiendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (0, 1).

d) f(x,y) = x siendo A la region limitada por la recta que pasa por (0,2) y (2,0) y la
circunferencia de centro (0, 1) y radio 1.

e) f(x,y) = ¥ siendo A la regién limitada por y*> = x, x =0, y = 1.
2
f) flx,y) = Y SendoAla region limitada por y = x—, Y =X
X2+ 2 2

g) f(x,y) = xy* siendo A la regién limitada por y*> = 2x, x = 1.

h) f(x,y) = xy siendo A la regién limitada por la semicircunferencia superior (x—2)>+
y* = 1yel eje OX.

i) f(x,y) =4 — y? siendo A la regién limitada por 5> = 2x e y> = 8 — 2x.

) fxy) = " siendo el conjunto A el tridngulo formado por las rectas 2y = x, x = 2
y el eje x.

k) f(x,y) = %; donde A es el cuadrado de vértices (0, 2), (1, 1),(2,2),(2, 3).

72. Calcula los siguientes volimenes:

a) Volumen del sélido limitado superiormente por z = x + y e inferiormente por el
tridngulo de vértices (0,0), (0, 1), (1,0)
b) Volumen del sélido limitado superiormente por z = 2x+1 e inferiormente por el con-

junto
() eR>: X +@-17< 1

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Calculo diferencial e integral



Ejercicios propuestos 55

¢) Volumen del sélido comprendido por el paraboloide de ecuacién z = x> + y> e

inferiormente por el disco unidad.
2
. .. . X . .
d) Volumen del sélido limitado superiormente por z = 4 — y> — T e inferiormente por

el disco {(x,y) e R*: ¥+ (y—1)?* < 1}.
e) Volumen del sélido acotado por el plano z = 0y el paraboloide z = 1 — x* — .

f) Volumen del conjunto {(x,y,2) € R? : 0 <z < x> +y*> < 2x}.
2 2

g) Volumen limitado por el paraboloide eliptico % + % =zyelplanoz =7.

73. Utiliza el cambio a coordenadas polares para calcular las integrales de las siguientes
funciones en los recintos que se indican:

a) f(x,y) = 1 -x*2-y% A=B((0,0),1)

b) f(x,y) = Vx2+y2, A=1[0,1]1x%x[0,1]

o fxy) =y, A={(xy) €B((1/2,0),1/2): y >0}

d) flry) =x>+y*, A=B((1,0),1)

e) foy =x>+y%, A={(x,y eR?>: 4<X?+y*<9)

74. Calcula la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:

a) foy) =x, A={(x,y) eR?: x* +y*> < 2x}
b) fooy) =x1-x2—y2, A={(x,y) eR?>: ¥*+y>< 1, x,y >0}
©) flxy) =exp(x/y), A={(x,y) €eR*: 0<y’ <x<y?

d) f(x,y)=eXp(—y;x), A={(x,y) eR*: x,y>0, x+y<2)
y+x

e) f(x,y) = (x2+y2)‘%, A={(x,y) eR?>: x<y, x+y>1, ¥ +y* <1}
) floy) = +y%, A={(xy) eR*: (P +y°) <4 -y?), x>0}
g fy) =x>+y% A={(xy eR?: X+ <2y, > +y> <1, x>0}
. AL )
h) f(x,y) = +/xy, A dominio acotado por la curva (? + ?) = _6 que estd en el

primer cuadrante.

) f(x,y,2) =

(X+y+z)3’ A={(X,y,z)€R3: X+y+z<l,x,y,Z;0}

) f(x,y,z):(x+y+z)2, A:{(x,y,z)€R3: x2+y2+zz<1,x2+y2+zz<21}
2 2

K fy.2) =2 A={(xyz) R : x2+%+%<1,z>0}

) fy,2) =2z A={xy,2)eR®: 2 +y2<20<z<1}

m) f(x,y,2)=x% A={(xy,2 €R : x>0, P +y7+(@-1)? <1, 422 > 307 + )}

n) fay,2) =yt +y? A={(x,y,2) eR}: 0<z<x?+y% 0<y< V2x—x2}

i) fay,2)=2 A={y,2)eR: X +y* +22<2, X +y*° <z}

0) fy,2) =2 A={xy,2) eR: ¥+’ +22 <R?, ¥ + > + 2 < 2Rz}

P fOy,2)= V2 +y2+22, A={(x,y,2) eRY: X2+ 2 <z<3)}
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qQ) f(x,y,z) = Vx% + 72, A el conjunto acotado por el paraboloide y = x*> +z? y el plano

y=4.

75. Calcula el volumen del conjunto A en cada uno de los siguientes casos:

) A={(y2)eR: 2
b) A= {(x,y,z) eR3:

) A={(xyz)eR>:
d) A={(xy.2)eR®:
e) A={(xy.2)eR:

A=|{xy.2)eR:
9 A={xy.2)eR®:

+y’<z< \/x2+y2}
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