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Introduccion

Las sociedades modernas son ricas en datos: la prensa escrita, la television y la
radio, Internet y las intranets de las organizaciones ofrecen cantidades inmen-
sas de datos que pueden ser procesados y analizados. Esto convierte a la esta-
distica en una ciencia interesante y util puesto que proporciona estrategias y
herramientas que permiten obtener informaciéon a partir de dichos datos. Ade-
mas, gracias a la evolucion de la tecnologia (ordenadores y software estadisti-
co) hoy en dia es posible automatizar gran parte de los calculos matematicos
asociados al uso de técnicas estadisticas, lo que permite extender su uso a un
gran rango de profesionales en &mbitos tan diversos como la biologia, las cien-

cias empresariales, la sociologia o las ciencias de la informacion.

La préctica de la estadistica requiere aprender a obtener y explorar los datos —tan-
to numéricamente como mediante graficos—, a pensar sobre el contexto de los
datos y el disefio del estudio que los ha generado, a considerar la posible in-
fluencia de observaciones an6émalas en los resultados obtenidos, a discutir la
legitimidad de los supuestos requeridos por cada técnica y, finalmente, a va-
lidar la fiabilidad de las conclusiones derivadas del andlisis. La estadistica requiere
tanto de conocimientos sobre los conceptos y técnicas empleados como de la su-
ficiente capacidad critica que permita evaluar la conveniencia de usar unas u
otras técnicas segn el tipo de datos disponible y el tipo de informaciéon que
se desea obtener.

En este médulo inicial de la asignatura, se examinan los datos procedentes de
una Gnica variable: en primer lugar se explica como organizar y resumir dichos
datos, tanto numeérica como graficamente (estadistica descriptiva); en segun-
do lugar, se introducen los conceptos basicos asociados con la idea de proba-
bilidad; finalmente, se presentan algunos modelos matematicos que permiten
analizar el comportamiento de algunas variables.
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Objetivos

Los objetivos académicos que se plantean en este médulo son los siguientes:
1. Entender la importancia de la estadistica en la sociedad moderna.

2. Aprender a organizar y resumir un conjunto de datos procedentes de una
variable mediante graficos, tablas de frecuencias y estadisticos descriptivos.

3. Comprender el concepto de probabilidad de un suceso y descubrir sus prin-
cipales propiedades y aplicaciones.

4. Conocer las principales distribuciones estadisticas que se usan para mode-
lar el comportamiento de variables discretas y continuas.

5. Saber calcular probabilidades asociadas a cada una de las distribuciones in-
troducidas.

6. Aprender a usar software estadistico o de analisis de datos como instrumen-
to basico en la aplicacion practica de los conceptos y técnicas estadisticas.
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1. Introduccion a la Estadistica

La Estadistica es la ciencia que se ocupa de obtener datos y procesarlos para
transformarlos en informacién. Es, por tanto, un lenguaje universal amplia-
mente utilizado en las ciencias sociales, en las ciencias experimentales, en las
ciencias de la salud y en las ingenierias. Las Tecnologias de la Informacién y
la Comunicacién (TIC) han incrementado notablemente la produccion, dise-
minacion y tratamiento de la informacién estadistica. En particular, Internet
es una fuente inagotable de datos que pueden ofrecer informacién y, a partir
de ella, conocimiento. Por otra parte, la constante evolucién de los ordenado-
res personales y de los programas informaticos de estadistica y analisis de
datos posibilita y facilita el analisis de grandes cantidades de datos mediante
el uso de técnicas estadisticas y de mineria de datos. En la Sociedad de la In-
formacion se hace pues imprescindible disponer de un cierto conocimiento
estadistico incluso para poder comprender e interpretar correctamente los in-
dicadores econémicos (IPC, inflacion, tasa de desempleo, Euribor, etc.), los indi-
cadores bibliomeétricos (factor de impacto de una revista, cuartil en el que se sitta,
vida media de las citas recibidas, etc.) o los indicadores sociales (esperanza de
vida, indice de alfabetizacion, indice de pobreza, indicador social de desarrollo
sostenible, etc.) a los que frecuentemente se hace referencia en los medios de

comunicacion.

El campo de la Estadistica se puede dividir en dos grandes areas: la estadistica

descriptiva y la estadistica inferencial (figura 1).

Figura 1. Estadistica descriptiva y estadistica inferencial
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La estadistica descriptiva se ocupa de la obtencion, presentacion y descripcion
de datos procedentes de una muestra o subconjunto de una poblacion de in-

dividuos. Por su parte, la estadistica inferencial usa los resultados obtenidos

Nota

Las agencias gubernamentales,
como el Instituto Nacional de
Estadistica (INE) o el Eurostat

proporcionan datos sobre casi
cualquier ambito socioeconé-
mico.

Software estadistico

En la actualidad existen exce-
lentes programas informati-
cos para el analisis estadistico
de datos. Algunos ejemplos
son: MINITAB, SPSS, MS Excel,
SAS, R, S-Plus, Statgraphics o
Statistica.




CC-BY-SA » PID_00161058 8

Estadistica descriptiva univariante

mediante la aplicacion de las técnicas descriptivas a una muestra para inferir

informacion sobre el total de la poblacion a la que pertenece dicha muestra.

Algunos términos basicos

Alo largo de este material se usardn abundantes términos estadisticos, muchos
de ellos bastante conocidos. A continuacion se presentan y revisan algunos de

estos términos basicos que conviene entender bien:

e Poblacién: colecciéon o conjunto de elementos (individuos, objetos o su-
cesos) cuyas propiedades se desean analizar. Ejemplos: (a) los estudiantes
universitarios de un pais; (b) el conjunto de periédicos en Internet; (c) el

conjunto de revistas indexadas en el Science Citation Index (SCI), etc.

e Muestra: cualquier subconjunto de elementos de la poblacion. Ejemplos:
(a) los estudiantes de una determinada universidad; (b) los periddicos en
linea centrados en aspectos econdmicos; (c) las revistas indexadas en el SCI
de una determinada editorial, etc.

e Muestra aleatoria: muestra cuyos elementos han sido escogidos de forma
aleatoria. Ejemplos: (a) un subconjunto de doscientos estudiantes escogi-
dos al azar (mediante el uso de niimeros aleatorios) de entre todos los ma-
triculados en universidades de un pais; (b) un subconjunto de cincuenta
periddicos en linea escogidos al azar; (c) un subconjunto de quince revistas
indexadas en el SCI escogidas al azar, etc.

e Marco del muestreo: lista que contiene aquellos elementos de la poblacion
candidatos a ser seleccionados en la fase de muestreo. No necesariamente co-
incidira con toda la poblacion de interés, ya que en ocasiones no sera posible
identificar a todos los elementos de la poblacion. Ejemplos: (a) lista de todos
los estudiantes matriculados en universidades de un pais en un semestre con-
creto; (b) relacion de periddicos en linea disponibles en un momento dado;

(c) lista de todas las revistas indexadas en el SCI en un afio especifico, etc.

e Variable aleatoria: caracteristica de interés asociada a cada uno de los ele-
mentos de la poblacion o muestra considerada. Ejemplos: (a) la edad de
cada estudiante; (b) el namero de visitas diarias que recibe cada periédico
en linea; (c) el factor de impacto de cada revista, etc.

e Datos u observaciones: conjunto de valores obtenidos para la variable de in-
terés en cada uno de los elementos de la muestra. Ejemplos: (a) las edades re-
gistradas son {25, 23, 19, 28...}; (b) las visitas diarias registradas son {1326,
1792, 578, 982...}; (c) los factores de impacto registrados son {2,3; 1,7; 8,2...}.

e Experimento: estudio en la que el investigador controla o modifica expre-

samente las condiciones del mismo con la finalidad de analizar los distin-
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tos patrones de respuesta en las observaciones. Ejemplos: (a) estudiar como
varian las calificaciones de un grupo de estudiantes segiin dispongan o no
de ordenadores con acceso a Internet en las aulas; (b) estudiar como varia
el namero de visitas a un periodico en linea segin se opte o no por incluir
noticias sensacionalistas en su portada; (c) estudiar como varia el factor de
impacto de un grupo de revistas segin éstas se incluyan o no en una base

de datos de reconocido prestigio, etc.

e Inspeccion o encuesta: estudio en el que el investigador no pretende mo-
dificar las condiciones de la muestra con respecto a la variable de interés
sino simplemente obtener los datos correspondientes a unas condiciones
estandar. Ejemplos: (a) registrar las calificaciones de los estudiantes de un
master determinado; (b) realizar una encuesta a los lectores de un periddico
en linea; (c) obtener el factor de impacto asociado a cada una de las revistas

de una muestra, etc.

e Parametro: valor numérico que sintetiza alguna propiedad determinada
de la poblacién. Los parametros se asocian a toda la poblacién y suelen re-
presentarse con letras del alfabeto griego como p (mu), o (sigma), etc. Ejem-
plos: (a) la edad media de todos los estudiantes universitarios de un pais;
(b) el nimero maximo de visitas diarias recibido por algiin peri6édico en li-
nea; (c) el rango o diferencia entre el mayor y el menor factor de impacto

del conjunto de revistas indexadas en el SCI, etc.

e Estadistico: valor numérico que sintetiza alguna propiedad determinada
de una muestra. Los estadisticos se asocian a una muestra y se suelen repre-
sentar por letras del alfabeto latino como Xx, s, etc. Ejemplos: (a) la edad
media de los estudiantes de una muestra aleatoria; (b) el nimero maximo
de visitas diarias recibidas por algin periédico deportivo en linea; (c) el
rango o diferencia entre el mayor y el menor factor de impacto de las revis-

tas de una editorial, etc.

e Variable cualitativa o categdrica: variable que categoriza o describe cualita-
tivamente un elemento de la poblacion. Suele ser de tipo alfanumérico, pero
incluso en el caso en que sea numeérica no tiene sentido usarla en operaciones
aritméticas. Ejemplos: (a) el teléfono o el correo electrénico de un estudiante;

(b) la direccion IP de un periédico en linea; (c) el ISSN de una revista, etc.

e Variable cuantitativa o numérica: variable que cuantifica alguna propie-
dad de un elemento de la poblacion. Es posible realizar operaciones aritmé-
ticas con ella. Ejemplos: (a) el importe de la beca que recibe un estudiante;
(b) los ingresos que genera un periédico en linea; (c) el namero de revistas

publicadas por una editorial, etc.

e Variable cuantitativa discreta: variable cuantitativa que puede tomar un

numero finito o contable de valores distintos. Ejemplos: (a) edad de un es-
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tudiante; (b) nimero de enlaces a otras fuentes de informacién que ofrece
un periddico en linea; (c) calificaciébn que obtiene una revista en una escala
enterade 1 a 5, etc.

Variable cuantitativa continua: variable cuantitativa que puede tomar
un namero infinito (no contable) de valores distintos. Ejemplos: (a) altura
o peso de un estudiante; (b) tiempo que transcurre entre la publicacion de
una encuesta en linea y el instante en que ya la han completado un cente-
nar de internautas; (c) factor de impacto (sin redondear) de una revista, etc.

Distribucién de una variable: en sentido amplio, una distribucion es una
tabla, gréafico o funcién matematica que explica cobmo se comportan o dis-
tribuyen los valores de una variable, es decir, qué valores toma la variable
asi como la frecuencia de aparicion de cada uno de ellos. Ejemplo: dada
una muestra aleatoria de revistas, la distribucién de la variable “factor de
impacto de una revista” puede representarse mediante una tabla de fre-
cuencias o mediante una grafica como se aprecia en la figura 2. Se observa
que trescientas cuarenta y dos de las revistas consideradas tienen un factor
de impacto entre 0 y 1, cuatrocientas cincuenta y dos de las revistas tienen
un factor de impacto entre 1y 2, etc.

Figura 2. Distribucién de una variable aleatoria
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2. Descripcion de datos mediante tablas y graficos

Cuando se dispone de un conjunto de observaciones procedentes de una
Datos univariantes

muestra conviene hacer un primer anélisis exploratorio de éstas mediante gra-

Los datos univariantes son los

ficos y tablas que ayuden a interpretar los datos y a extraer informacion de los que provienen de una Gnica

mismos. Existen diferentes tipos de graficos que pueden usarse en esta fase ex- variable. En algunos casos, los
datos pueden proceder de dos
ploratoria y el uso de unos u otros dependera en gran medida del tipo de datos 0 mas variables y, entonces, se
. ipys as . . usa la expresién bivariante
de los que se disponga (cualitativos o cuantitativos), asi como de la informa- (si se t,af; de dos variables)

o multivariante (si se conside-

cidén que se desee visualizar. En este apartado se presentaran algunos de los p
ran mas de dos).

graficos y tablas mas habituales para la descripcioén de datos univariantes.

Graficos y tablas para datos cualitativos o categoricos

Si se dispone de datos cualitativos o categoricos, pueden sintetizarse mediante
una tabla que recoja, para cada categoria: el namero de veces que aparece (fre-
cuencia absoluta), el porcentaje de apariciones sobre el total de observaciones
(frecuencia relativa), asi como los acumulados de ambos valores. La tabla 1
muestra esta informacion para la variable “ntmero de hotspots (conexiones

wi-fi) identificados en cada comunidad auténoma”.

Tabla 1. Ejemplo de tabla de frecuencias para una variable categoérica
Hotspots por comunidad auténoma ota
Comunidad Observad que la frecuencia
auténoma Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frec. rel. acumulada se obtiene s6lo-
acumulada relativa acumulada con ir acumulando frecuencias

Andalucia 885 885 11,9% 11,9% anteriores.

Aragén 177 1.062 2,4% 14,2%

Asturias 148 1.210 2,0% 16,2%

Cantabria 164 1.374 2,2% 18,4%

Castilla-La Mancha 144 1.518 1,9% 20,3%

Castilla y Ledn 302 1.820 4,0% 24,4%

Catalufa 1.391 3.211 18,6% 43,0%

C. Valenciana 622 3.833 8,3% 51,3%

Extremadura 137 3.970 1,8% 53,2%

Galicia 516 4.486 6,9% 60,1%

|. Baleares 183 4.669 2,5% 62,5%

I. Canarias 151 4.820 2,0% 64,6%

La Rioja 126 4.946 1,7% 66,3%

Madrid 1.776 6.722 23,8% 90,0%

Murcia 160 6.882 2,1% 92,2%

Navarra 153 7.035 2,0% 94,2%

Pais Vasco 430 7.465 5,8% 100,0%
Totales 7.465 100,0%
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Ademas de mediante una tabla de frecuencias, suele ser habitual representar
datos categéricos mediante el uso de gréficos circulares (figura 3) o bien me-

diante diagramas de barras (figura 4).

Figura 3. Ejemplo de grafico circular para una variable categérica
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Figura 4. Ejemplo de diagrama de barras para una variable categérica
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Este tipo de graficos pueden crearse facilmente con cualquier programa esta-
distico o de analisis de datos (p. ej.: Minitab, MS Excel, SPSS, etc.). La figura 5
muestra los pasos basicos para generar un grafico circular (pie chart) con Mini-
tab. La generacion de un diagrama de barras (bar chart) se consigue de forma
similar, al igual que ocurre con la mayoria de los graficos que se presentan en

este apartado.
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Figura 5. Pasos a seguir para la generacién de un grafico circular con Minitab
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Un grafico que también suele usarse bastante para describir datos cualita-
tivos es el llamado diagrama de Pareto. Este grafico esta compuesto por: (a)
un diagrama de barras en el que las categorias estan ordenadas de mayor a
menor frecuencia y (b) una linea que representa la frecuencia relativa acu-

mulada (figura 6).

Figura 6. Diagrama de Pareto sobre las causas de abandono de un curso
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Pasos a seguir

Una vez introducidos los datos
en el programa (1), se sigue la
ruta Graph > Pie Chart (2) y se
seleccionan las variables en la
ventana correspondiente (3).

Nota

Las capturas de pantalla de
Minitab corresponden a la ver-
sion 15 de este programa. Es
posible que otras versiones
ofrezcan ligeras diferencias en
los men(s y ventanas, aunque
basicamente el proceso sera el
mismo. Para obtener més deta-
lles sobre las opciones disponi-
bles, siempre es posible
consultar la ayuda en linea del
programa o bien alguno de los
numerosos manuales de uso
que se pueden encontrar en
Internet.

Diagrama de Pareto

Para generar un diagrama de
Pareto en Minitab hay que usar
la ruta Stat > Quality Tools.
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Los diagramas de Pareto son muy utiles para detectar cuando un porcentaje
reducido de categorias (p. ej.: un 20% de las categorias) “acapara” o repre-
senta un porcentaje alto de observaciones (p. ej.: un 80% de los datos). Es-
tos fendmenos de excesiva representatividad por parte de unas pocas
categorias suelen darse con frecuencia en contextos socioeconémicos (p. €j.:
un porcentaje reducido de los ciudadanos de un pais acapara un alto por-
centaje de la renta), educativos (p. ej.: un porcentaje reducido de causas ge-
neran la mayor parte de los abandonos del curso) o de ingenieria de la
calidad (p. ej.: un alto porcentaje de fallos son debidos a un niimero muy
reducido de causas). Identificar aquellas pocas categorias que representan
una gran parte del porcentaje total puede servir para corroborar ciertos des-
equilibrios distributivos —como una distribucién poco equilibrada de las
rentas en un pais o de los sueldos en una empresa—, o para proporcionar
pistas sobre los principales factores de causa de un problema —como el alto
nivel de abandono de un curso o un elevado nivel de fallos en un servicio

o producto-.

Graficos y tablas para datos cuantitativos

En el caso de datos cuantitativos, su representacion grafica o mediante tablas
permite apreciar la forma de su distribucion estadistica, es decir, la forma en
que se comporta la variable de interés (cudles son los valores medios o centra-
les, cudles son los valores mas habituales, como varia, como de dispersos son

los valores, si muestra algtin patrén de comportamiento especial, etc.).

Uno de los graficos mas sencillos de elaborar es el llamado grafico de puntos
(dotplot). Se trata de un grafico en el que cada punto representa una o mas ob-
servaciones. Los puntos se apilan uno sobre otro cuando se repiten los valores

observados (figura 7).

Figura 7. Gréfico de puntos para las calificaciones de un curso
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Un gréfico similar, aunque algo mas elaborado y con una orientacién trans-
puesta de los ejes, es el llamado diagrama de tallos y hojas (stem-and-leaf).
En €] también se representan los valores observados pero usando los pro-
pios valores numéricos en lugar de puntos, lo que proporciona un mayor
nivel de detalle. La figura 8 muestra un ejemplo de grafico de tallos y hojas
para los mismos datos empleados en la figura 7. Se observa que el grafico

se ha construido a partir de una muestra de cincuenta calificaciones y que
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se ha usado una unidad de hoja (leaf) de 0,1. Esto significa que la segunda
columna del gréafico representa la parte entera de la calificacion, mientras
que cada uno de los nameros situados a su derecha representa la parte de-
cimal de una observacion con dicha parte entera. Asi, se pueden leer las si-
guientes calificaciones por orden de menor a mayor: 1,4, 2,9, 3,0, 3,5, 3,9,
4,0, 4,3, etc.

Figura 8. Grafico de hojas y tallos para las calificaciones de un curso
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Cuando las observaciones generan un ntimero elevado de valores distintos, re-
sulta recomendable agruparlos en clases o intervalos disjuntos de igual tama-
fio. De ese modo, cada observacion se clasifica en una clase o intervalo segiin
su valor. La tabla 2 muestra un ejemplo de tabla de frecuencias en el que se
han agrupado los datos en intervalos. La frecuencia de cada intervalo viene de-
terminada por el nimero de observaciones cuyos valores estan en dicho inter-

valo. La marca de clase representa el valor medio del intervalo.

Tabla 2. Ejemplo de tabla de frecuencias agrupadas usando intervalos

Intervalo Marca de clase Frecuencia Frecuencia relativa
[0, 2) 1 12 8,1%
(2,4) 3 23 15,5%
[4, 6) 5 67 45,3%
[6, 8) 7 31 20,9%
[8, 10) 9 15 10,1%
Totales 148 100,0%

Un grafico que utiliza también intervalos para agrupar los datos a represen-
tar es el histograma. El histograma muestra la frecuencia (absoluta o relati-
va) de cada clase, lo que permite visualizar de forma aproximada la
distribucion de los datos (figura 9). Sin embargo, hay que tener presente
que la forma final del histograma puede variar bastante segin el namero
de intervalos que se definan para agrupar los datos, lo que a veces no per-
mite apreciar correctamente la forma exacta de la distribucion estadistica

que siguen las observaciones.

Atencion

Cabe destacar que en un grafi-
co de tallos y hojas los datos se
apilan de izquierda a derecha
en lugar de arriba abajo como
ocurre con el gréfico de
puntos.

Nota

Una regla habitual es definir

Jn clases o intervalos, siendo

n el ndmero de observaciones
disponibles.
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Figura 9. Histograma de una distribucién aproximadamente normal
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La figura 9 muestra un histograma con forma de campana: es una forma bas-
tante simétrica, que presenta una mayor altura en la parte central y disminuye
paulatinamente en las “colas” o extremos. Esta forma es bastante habitual y
suele caracterizar el comportamiento de muchas variables (p. ej.: notas numeé-
ricas en un examen, peso o altura de individuos, temperaturas diarias, etc.).
Sin embargo, también es habitual encontrarse con variables que muestran pa-
trones de comportamientos completamente distintos. Por ejemplo, la figura
10 muestra un histograma en el que se aprecia una distribucién més “unifor-
me” u homogénea de los datos, mientras que la figura 11 muestra un histogra-

ma en el que se aprecia una distribucién asimétrica o “sesgada” de los mismos.

Figura 10. Histograma de una distribucién aproximadamente uniforme
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Figura 11. Histograma de una distribucién sesgada a la derecha
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3. Descripcion de datos mediante estadisticos

Dado un conjunto de n datos u observaciones, x1, X, ..., X,, asociadas a una va-
riable de interés X, suele ser til sintetizar algunas de sus principales propiedades
en unos pocos valores numeéricos. Los estadisticos descriptivos son, precisamente,
estos valores numéricos capaces de proporcionar informacion a partir del conjun-
to de las observaciones. Estos estadisticos resultan muy dutiles a la hora de enten-
der el comportamiento de los datos, ya que un simple valor numérico es capaz de
describir propiedades tan relevantes como, por ejemplo, el valor promedio del
conjunto de datos, el valor maximo, el valor minimo, el valor que se repite con

mas frecuencia, un indice de dispersion o variabilidad, etc.

Como ya se comento anteriormente, estos estadisticos hacen referencia a una
muestra de observaciones y suelen representarse mediante letras del alfabeto
latino (X, s, etc.), lo que permite distinguirlos claramente de sus parametros
asociados que sintetizan propiedades de toda la poblacion y se representan
mediante letras griegas (u, o, etc.). Basicamente pueden distinguirse dos gru-
pos de estadisticos descriptivos: (a) los de centralizacién, que proporcionan in-
formacion sobre cuales son los valores “centrales” del conjunto de datos (p. ej.:
el valor promedio de los datos) y (b) los de dispersién, que explican cémo se
sitGan y varian los datos con respecto a los valores “centrales” (p. ej.: el rango

o diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de los datos).

Estadisticos de centralizacion

A continuacion se presentan los estadisticos de centralizacion mas usados ha-

bitualmente:

e Media (mean): la media (también conocida por valor promedio o valor es-
perado) de un conjunto de observaciones muestrales se representa con el
simbolo x. Intuitivamente, la media simboliza el “centro de masas” o
“punto de equilibrio central” del conjunto de datos considerado. El para-
metro asociado, la media poblacional, se representa por p. Para calcular la

media de un conjunto de datos se usa la siguiente expresion:

XXt Xy :lixi
n i=1
Ejemplo: la media de los cinco datos siguientes {6, 3, 8, 6, 4} es

6+3+8+6+4 27
5 5

X = 5,4

¢ Mediana (median): la mediana de un conjunto de observaciones muestra-

les suele representarse con el simbolo x. En el caso de una poblacion, el

Web

Recordar que la World Wide
Web (p. ej., Wikipedia, etc.)
es una excelente fuente de
consulta para ampliar los
conceptos y definiciones
estadisticas que se
proporcionan en este y otros
modulos. Un recurso
especialmente interesante,
por cuanto ofrece una visién
muy completa de conceptos
y técnicas estadisticas, es el
libro en linea de StatSoft
http://www.statsoft.com/
textbook/.

Nota

Recordar que los simbolos
LY G se pronuncian como
“mu” y “sigma”, respectiva-
mente. La pronunciacién de
otros simbolos del alfabeto
griego se puede consultar,
p. €j., en Wikepedia.

Media muestral

Recordar que la media mues-
tral es un estadistico que hace
referencia al “centro de masas”
de los datos de una muestra
(subconjunto de la poblacién),
mientras que la media pobla-
cional es un parametro que re-
presenta el “centro de masas”
de toda la poblacién.
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parametro mediana se denota con M. Una vez se ordenan todos los datos
de menor a mayor, la mediana es aquel valor que deja a su izquierda la mi-
tad de las observaciones (es decir, es aquel valor tal que el niimero de ob-
servaciones mas pequefias que €l coincide con el namero de observaciones
mayores que €l). Los pasos para calcular la mediana son: (1) ordenar los da-
tos de menor a mayor, (2) calcular la posicién i que ocupa la mediana en

el conjunto ordenado de datos, = ”T” y (3) seleccionar la observacion x;

(Ia que ocupa la posicion determinada en el paso anterior). Cabe observar
que si el nimero de datos n es impar (p. ej.: n=>35), la posicion i serd un valor
entero (p. ej.: i = 3) que corresponderad con un valor concreto, x;, del con-
junto de datos. Sin embargo, si n es par (p. ej.: n = 6), la posicion i serd un
numero no entero (p. ej.: i = 3,5), en cuyo caso la mediana vendra dada por
el promedio de los dos valores que ocupan las posiciones enteras mas cer-
canas a i (en este caso por el promedio de los valores que ocupan las posi-
ciones 3y 4).

Ejemplo: dado el conjunto de ocho datos {5, 11, 7, 8, 10, 9, 6, 9}, lo prime-
ro es ordenarlos de menor a mayor, con lo que se obtiene la serie {5, 6, 7,

8, 9, 9, 10, 11}; ahora, la posicion de la mediana vendrd dada por

. 8+1

i =4,5, es decir, la mediana estara entre los valores que ocupan las

posiciones 4 y 5, por lo que se calcula el promedio de ambos para dar el va-

lor de la mediana, es decir: X = % =8,5.

Es importante destacar que la media es muy sensible a la existencia de va-
lores extremos (outliers), es decir, la inclusién o no de un valor que esté
muy alejado del resto de los datos puede cambiar considerablemente el va-
lor resultante de la media. Por el contrario, la mediana se ve mucho menos
afectada por la presencia de dichos valores, lo que significa que la mediana
es un “centro” mas estable que la media en el sentido de que se ve menos
afectado por la presencia de valores extremos en los datos.

Moda (mode): 1a moda de un conjunto de datos es el valor que mas veces
se repite (el de mayor frecuencia).

Ejemplo: la moda de la serie de datos {6, 3, 4, 8, 9, 6, 6, 3, 4} es 6, puesto

que es el valor que mds veces aparece en la serie.

Estadisticos de dispersion

Se presentan ahora los principales estadisticos de dispersién que, como se ha

comentado anteriormente, proporcionan informacion sobre la variabilidad

del conjunto de datos:
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Rango (range): el rango de un conjunto de datos es la diferencia entre el

valor maximo y el minimo de los mismos.

Ejemplo: dado el conjunto de datos {2, 3, §, 3, 5, 1, -8}, su rango es
8 — (-8) =16

Varianza muestral (sample variance): la varianza de una muestra se repre-
senta por el simbolo s2. En el caso de una poblacién, el pardametro varianza
se representa con el simbolo . La varianza muestral ser4 mayor cuanto
mayor sean las diferencias entre cada una de las observaciones x; y la media

de los datos X, en concreto:

§7 = =
n-1 n-11

5 (xl—i)2+(x2—)_c)z+...+(x,,—i) 1 i(xi_)_()z

Esto significa que la varianza es una medida de la dispersion de los datos
con respecto a su media, es decir, cuando menor sea la varianza, tanto
mas agrupados estardn los datos alrededor de su valor promedio. Por el
contrario, cuanto mayor sea la varianza, tanto més dispersos estaran los
datos.

Ejemplo: la varianza muestral de la serie de 5 datos {6, 3, 8, 5, 3} es:

o (6-5)+(3-5)"+(8-5)"+(5-5)"+(3-5) 4
5-1 '
Desviacion estandar (standard deviation): la desviacion estandar (o tipi-
ca) de una muestra se representa con el simbolo s, mientras que la desvia-
cién estandar de una poblacion se representa con c. La desviacion estandar
es la raiz cuadrada positiva de la varianza, esto es: s = \/572 (o, dicho de otro

modo, la varianza es el cuadrado de la desviacién estandar).
Ejemplo: para los datos del ejemplo anterior, s =4/4,5=2,1

Al igual que ocurria con la varianza, a mayor desviaciéon estandar més dis-

persion en los datos y viceversa.

Cuartiles (quartiles): en un conjunto de n observaciones ordenadas de menor
a mayor valor, se pueden considerar tres valores numéricos concretos llama-
dos cuartiles que dividen el conjunto en cuatro partes, cada una de ellas con-
teniendo una cuarta parte de las observaciones (figura 12). El primer cuartil,
Q, es el valor que deja la cuarta parte de los datos ordenados a su izquierda (es
decir, un 25% de los datos muestran valores inferiores a él y un 75% de los da-
tos muestran valores superiores a él). Por su parte, el segundo cuartil, Q,, es
aquel valor que deja la mitad de los datos ordenados a su izquierda (es decir,
un 50% de los datos muestran valores inferiores a €l y un 50% de los datos
muestran valores superiores a €l). Finalmente, el tercer cuartil, Qs, es aquel va-
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lor que deja tres cuartas partes de los datos ordenados a su izquierda (es decir,
un 75% de los datos muestran valores inferiores a él y un 25% de los datos

muestran valores superiores a €l).

Figura 12. Cuartiles de un conjunto ordenado de datos

Rango intercuartilico = 10
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Frecuencia

Valor de la variable

Obsérvese que, en realidad, el cuartil segundo o Q, coincide con el con-
cepto de mediana presentado anteriormente. Los cuartiles son muy ti-
les a la hora de clasificar una observacion en una determinada franja del
conjunto de datos, por ejemplo, si la observacion es inferior a Qq signi-
fica que ésta se encuentra situada entre el 25% de valores mas bajos; si
la observacion es superior a Qg significa que esta situada entre el 25%
de valores mas altos, etc.

e Rango intercuartilico (inter-quartilic range): este rango suele repre-
sentarse como IQR y es simplemente la diferencia entre el tercer cuartil
y el primer cuartil, es decir: IQR = Q3 — Q. El rango intercuartilico indi-
ca el espacio que ocupan el 50% de las observaciones “centrales”
(figura 12), por lo que, de forma similar a lo que ocurria con la varianza,
da una medida de la dispersion de los datos (a mayor IQR mayor disper-

sién y viceversa).

Obtencioén de estadisticos descriptivos mediante programas informaticos

En la practica, es habitual utilizar algin programa estadistico o de analisis
de datos para calcular los estadisticos anteriores e incluso algunos estadis-
ticos adicionales que proporcionen informacién sobre el conjunto de da-
tos. En la figura 13 se muestran los pasos basicos necesarios para obtener
los principales estadisticos descriptivos con Minitab. El output del progra-
ma, para un ejemplo con cincuenta observaciones, se muestra en la figura
14. Por su parte, la figura 15 muestra una serie de estadisticos descriptivos
generados con MS Excel para el mismo conjunto de datos (en este caso los
cuartiles se han obtenido usando las férmulas integradas de Excel).
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Figura 13. Pasos para calcular estadisticos descriptivos con Minitab

Worksheet 2 #+#¥

Pasos a seguir

Stat  Graph Editor  Tools  Window  Help
I R

+ C16
Calificaciones

= sl

Una vez introducidos los datos
en el programa (1), se sigue la
ruta Stat > Basic Statistics > Dis-
play Descriptive Statistics... (2)y
se seleccionan las variables en la
ventana correspondiente (3).

1 6.0 : Begression 4 Es Store Descriptive Statistics. ..
2 47 : ANOVE | D% Graphical Summary. .
3 8.2
4 9.5 1
] 5.8
6 7.2
7 6,7 2
0 6. x
& 6.8 CZ  Hatspaots Wariables:
10 9.8 5 Frecuencia Calficaciones ﬂ
8 Marmal
1 3,0 09 Calidad d
C10  Calificaciones_
11 Datos
C13  Unifi B wariables {optionali;
C14  Weibull
C16  Calificaciones ;I
=
3—»
il Statistics. .. | Graphs... |
Help | ik I Cancel |
Figura 14. Estadisticos descriptivos obtenidos con Minitab
1=
Descriptive Statistics: Calificaciones [ |
Variahle N u* Mean 3SE Mean StDev Minimum 01 HMedian Q03
Calificaciones 50 0 7.41l8 0,239 1.691 0.100 &.675 7.550  8.650
Variahle Maximum
Calificaciones 9.500
[
Ki Y
Figura 15. Estadisticos descriptivos calculados con Excel
R C | D |
1 |Calificaciones
2 B0 Calficaciones
3 47
4 0.2 Media 7416
5 95 Error tipico 0,2392054588
5] tals, Mediana 755
7 72 Moda 72
i 7 Desviacion estandar 1 RE91435224
g BB YWarianza de la muestra | 2 BE09E3265
10 F 3 Curtosis 5 922785035
11 98 Coeficiente de asimettia | -1, 7203249472
12 90 Rango 97
13 77 Minirmo 0,1
14 =g Maxirmo a8
15 58 Suma 3703
16 B4 Cuenta a0
17 95
18 74 Cuartil primero B,725
19 72 Cuartil segunda 705
20 bl Cuartil tercero ta =
21 74

Diferencias en los
métodos de calculos

Cabe destacar que hay ligeras
diferencias entre los valores de
los cuartiles calculados por
Minitab y los correspondientes
valores de Excel. Ello se debe
a que usan métodos de célculo
distintos. Una discusion intere-
sante sobre los diferentes mé-
todos existentes para calcular
los cuartiles se puede encon-
trar en: http://mathforum.org/
library/drmath/view/
60969.html.
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Diagrama de cajas y bigotes (boxplot)

Usando los cuartiles es posible construir un tipo de gréfico, el diagrama de ca-
jas y bigotes (boxplot), que resulta muy Ttil para visualizar la distribucion de
los datos. Este diagrama estd compuesto por una caja central, definida por los
cuartiles primero y tercero, que contiene el 50% “central” de las observacio-
nes, y dos segmentos situados en los respectivos extremos de la caja, represen-
tando cada uno de ellos el 25% de las observaciones extremas (figura 16).

Figura 16. Diagrama de cajas y bigotes (boxplot) y valores extremos (outliers)

Boxplot para la variable “calificaciones”
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El diagrama de cajas y bigotes sirve también para identificar posibles valo-
res anOmalos (outliers), que se encuentran excesivamente alejados del resto
de los datos, es decir: o bien son extremadamente grandes o bien extrema-
damente pequefios en comparacion con el resto de observaciones. Estos va-
lores andémalos se suelen representar mediante un asterisco, y pueden ser
debidos a un error en el registro de los datos o bien a valores que, en reali-
dad, se encuentran extremadamente alejados del resto de observaciones (p. ej.:
el precio de un Ferrari cuando se compara con precios de turismos de gama
media). Identificar valores anémalos en un conjunto de observaciones es
importante, puesto que el analisis de los datos puede dar resultados muy
distintos en funcién de que se consideren o no dichos valores en el estudio
(por ejemplo, la media y la varianza de un conjunto de datos pueden cam-
biar de forma notable segtin se incluya o no uno de estos valores extremos).

La estrecha relacion existente entre el histograma y el boxplot se puede ob-
servar en la figura 17. En cierto sentido, el boxplot se puede interpretar
como un histograma visto desde arriba. En este caso, la zona del boxplot si-
tuada entre los cuartiles primero y tercero corresponderia a la zona central
del histograma. Ademads, en ambos casos queda identificado el valor ano-
malo (outlier) asi como la forma aproximadamente simétrica del resto de la

distribucioén.
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Figura 17. Relacién entre histograma y boxplot

Calificaciones (histograma y boxplot)
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4. El concepto de probabilidad

Un experimento aleatorio es aquel en el que no es posible conocer a priori el - |
jemplo

suceso resultante que acontecerd pero, sin embargo, si es posible observar un

. . . . La probabilidad de un suceso
cierto patron regular en los resultados que van sucediendo cuando el experi- es siempre un ndmero entre 0
y 1. Asi, por ejemplo, una pro-

mento se repite muchas veces. Por ejemplo, cuando se considera el experimento babilidad de 0,25 representa

aleatorio consistente en lanzar una moneda (o un dado) al aire, no es posible un porcentaje de aparicion del
25% o, equivalentemente, una
predecir cudl sera el suceso resultante del experimento, es decir, si saldra cara o proporcion de 1/4.

cruz (o qué ntmero saldra en el caso del dado); sin embargo, si se puede afirmar
que tras muchos lanzamientos el porcentaje o proporcién de sucesos “cara” ob-
tenidos serd muy proximo al 50% o 1/2 (en el caso del dado, el porcentaje o pro-
porcién de sucesos “3” obtenidos serd muy proximo a 0,1667 o 1/6). Este
porcentaje o proporcion de aparicion de un suceso tras muchas repeticiones del

experimento es lo que da lugar a la idea de probabilidad:

Se define la probabilidad de un suceso A, P(A), como el porcentaje o pro-
porcion de aparicion de dicho suceso en una serie extraordinariamente lar-

ga de repeticiones del experimento, todas ellas independientes entre si.

El requisito de independencia entre las distintas repeticiones del experimento
aleatorio significa que el resultado de cada repeticion del experimento no esta
condicionado por los resultados obtenidos en repeticiones anteriores (p. ej.:
cuando se lanza varias veces una moneda al aire, el suceso resultante de cada
nuevo lanzamiento es independiente de los resultados obtenidos en lanza-

mientos previos).
Ejemplo 1 de probabilidades

En el experimento “lanzamiento de una moneda al aire”, es posible considerar
los siguientes sucesos o potenciales resultados: C = {cara}, X = {cruz}, Q = {cara
o cruz} y & = {ni cara ni cruz}. Los dos Gltimos sucesos se conocen, respectiva-
mente, como suceso seguro Q (que incluye todos los resultados posibles) y su-
ceso imposible o conjunto vacio & (que no incluye ningtn resultado derivado
de la ejecucion del experimento). En este caso, parece claro que P(C) = 0,5 (es
decir, si se repitiera el experimento muchas veces, aproximadamente el 50%
de las mismas serian caras), P(X) = 0,5, P(Q) = 1 (es decir, en el 100% de los
lanzamientos saldra o bien cara o bien cruz) y P(&) = 0 (es decir, en el 0% de

los lanzamientos no se obtendra resultado alguno).
Ejemplo 2 de probabilidades

En el experimento aleatorio “lanzamiento de un dado”, es posible considerar

sucesos o potenciales resultados como los siguientes: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},
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Q = {un ntmero entre 1 y 6}, & = {ningn ntmero entre 1 y 6}. En este caso,
P({1}) = 1/6 (tras muchas repeticiones, uno de cada seis lanzamientos acabara
siendo un 1), P({2}) = 1/6, P({3}) = 1/6, P({4}) = 1/6, P({5}) = 1/6, P({6}) = 1/6,
P(Q) =1y P(@)=0.

Observar, ademas, que también es posible considerar sucesos compuestos co-
mo, por ejemplo, par = {2, 4, 6}, impar = {1, 3, 5}, mayor2 = {3, 4, 5, 6}, menor3
= {1, 2}, etc. En este caso, P(par) = 3/6 = 1/2, P(impar) = 1/2, P(mayor2) = 4/6
=2/3, P(menor3) = 2/6 = 1/3.

Propiedades basicas de las probabilidades

Hay una serie de propiedades basicas que debe satisfacer cualquier proba-
bilidad. Estas propiedades son muy ttiles a la hora de calcular probabilida-
des de sucesos complejos a partir de probabilidades ya conocidas o faciles

de obtener:

1) La probabilidad de cualquier suceso A siempre es un ntmero situado entre

0y 1 (ambos inclusive), es decir 0 < P(A) < 1.

Ejemplo: en los ejemplos anteriores, todas las probabilidades halladas eran va-

lores entre Oy 1.

2) La probabilidad del suceso imposible o conjunto vacio & es siempre O, es
decir, P(0) = 0. En otras palabras, cuando se hace un experimento aleatorio
siempre se obtiene algin resultado y, por tanto, la proporcion de “no-resulta-

dos” es 0.

Ejemplo: en los ejemplos anteriores, P(J) = 0.

3) La suma de las probabilidades de todos los posibles resultados del experi-
mento aleatorio siempre vale 1. En otras palabras, la probabilidad del suceso

seguro es siempre 1.

Ejemplo: En el ejemplo de la moneda, P(Q2) = 1 = P(C) + P(X); en el ejemplo
del dado, P(Q) =1 = P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}).

4) La probabilidad de que un suceso no ocurra es 1 menos la probabilidad de

que si ocurra, es decir: P(no A) = 1 — P(A).

Ejemplo: en el ejemplo de la moneda, P(C) =0,5=1-Pno C) =1 - P(X); en
el ejemplo del dado, P(par) =0,5 =1 — P(no par) = 1 — P(impar); P(D) =1 - P(QY).

5) Si dos sucesos A y B no tienen resultados comunes (son disjuntos), la pro-
babilidad de que ocurra A U B es la suma de las probabilidades, es decir, si A y
B son disjuntos, P(A U B) = P(A) + P(B).
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Ejemplo: en el ejemplo de la moneda, P(C u X) = P(C) + P(X) = 1; en el ejemplo
del dado, P({1, 2}) = P({1}) + P({2}) =2/6 =1/3; P(Q U &) =P(Q) + P(@) =1+ 0= 1.

6) En general, para cualesquiera dos sucesos A y B se cumplird que P(A U B) =
P(A) + P(B) — P(A ~ B), donde “A n B” es el conjunto de posibles resultados que
satisfacen los sucesos A y B a la vez. Hay que tener en cuenta que cuando A 'y
B son disjuntos (no tienen resultados en comn), “A N B” = &y, por tanto,
P(A U B) =P(A) + P(B) - P(D) = P(A) + P(B) - 0 = P(A) + P(B), que es la expre-
sién vista en la propiedad anterior.

Ejemplo: en el ejemplo del dado, P(par U mayor2) = P(par) + P(mayor2) — P(par
N mayor2) =3/6 + 4/6 — 2/6 = 5/6 (observar que “par N mayor2” = {4, 6}).
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5. Distribuciones de probabilidad discretas

Al inicio de este mo6dulo se defini6 el concepto de variable cuantitativa discre-
ta como aquella variable cuantitativa que podia tomar un ntmero finito o
contable de valores distintos. Asi, un ejemplo de variable discreta seria X = “re-
sultado del lanzamiento de un dado”, ya que dicha variable s6lo puede tomar

seis posibles valores.

Cada uno de los posibles valores de una variable discreta tendra asociada una
Observad

probabilidad de ocurrencia (p. ej., en el caso del dado, la probabilidad de ob-
. . . L Fijaos que si se usara un dado
tener un 2 sera de 1/6), por lo que parece natural estudiar como se distribu- “trucado”, no todas las proba-
bilidades de ocurrencia serian
iguales y, por tanto, la funcién
de probabilidad tomaria valo-
res distintos para distintos va-

creta X su probabilidad de ocurrencia, P(x). Por ejemplo, en el caso de la va- lores posibles de la variable.

yen o comportan dichas probabilidades. En concreto, se puede definir una

“funcion de probabilidad”, f(x), que asocie a cada valor x de la variable dis-

riable anterior, asociada al experimento aleatorio “lanzamiento de un dado
normal”, la correspondiente funcién de probabilidad seria: f(1) = P(X =1) =
1/6,f(2) =P(X=2)=1/6,f(3)=P(X=3)=1/6, f(4) =P(X=4)=1/6, f(5) =P(X
=95)=1/6, f(6) =P(X =6) =1/6.

Dada una variable aleatoria discreta X, resulta util conocer la distribu-
cion de probabilidad de dicha variable, es decir, como se distribuyen
o comportan las probabilidades de ocurrencia de sus posibles valores. A
tal efecto se definen las siguientes funciones:

La funcién de probabilidad de X es aquella funcion f(x) que asigna a
cada posible valor x de X su probabilidad de ocurrencia, es decir: f(x) =
P(X = x) para todo valor posible x de X.

La funcion de distribucion de X es aquella funcion F(x) que asigna a
cada posible valor x de X su probabilidad acumulada de ocurrencia, es
decir F(x) = P( X < x) para todo valor posible x de X.

La tabla 3 muestra la funcion de probabilidad y la funcién de distribucién corres-
pondientes a la variable X anterior pero usando un dado “trucado” que tiene dos
valores 6 y ningtn valor 2. Por su parte, la figura 18 muestra ambas funciones su-
perpuestas en el mismo grafico. Observando detenidamente la tabla 3 y la figura

18 se pueden deducir las siguientes caracteristicas propias de estas funciones:

e Puesto que representan probabilidades, ambas funciones siempre toman

valores en el intervalo [0, 1].

e La suma de todos los valores que toma la funcién de probabilidad siempre

ha de ser 1 (ello se debe a las propiedades de la probabilidad).
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La funcién de distribucién siempre es una funcion creciente que pasa de valor
0 en su extremo izquierdo (F(0) = P(X <0) = 0) a valor 1 en su extremo derecho
(F(6) =P(X<6)=1).

Tabla 3. Funciones de probabilidad y distribucién para una variable discreta

Variable X Funcion de probabilidad Funcion de distribucion
f(x) = P(X = x) F(x) = P(X < x)
1 1/6 1/6
2 0 1/6
3 1/6 2/6
4 1/6 3/6
5 1/6 4/6
6 2/6 1
Total 1

Figura 18. Funciones de probabilidad y distribucién de una variable discreta

Funciones de probabilidad y distribucién

N o mo=rPx=x

g::: B F(x) = P(X < X)

0,71
0,6
0,5
0,4+

0,3

Valor de la funcion

Parametros descriptivos de una distribucion discreta

Mientras que los estadisticos descriptivos y los graficos o tablas de frecuen-
cias se utilizan para analizar el comportamiento (distribuciéon) de una
muestra de observaciones empiricas, las distribuciones de probabilidad son
modelos estadisticos que usan parametros y funciones de distribucién para
describir el comportamiento tedrico (distribucién teérica) de toda una po-
blacién. De forma anéloga a lo que ocurria con las muestras —que se carac-
terizan por estadisticos descriptivos como la media o la varianza muestral-,
las distribuciones de probabilidad asociadas a poblaciones también suelen
caracterizarse por parametros tales como la media o la varianza poblacio-
nal. Ahora bien, puesto que en general no se dispondré de observaciones
sobre toda la poblacién sino s6lo de una funcién de distribucién o de pro-

babilidades, la forma de calcular dichos parametros es algo distinta:



CC-BY-SA ¢ PID_00161058 30 Estadistica descriptiva univariante

¢ Media o valor esperado de una variable discreta: la media o valor espe-
rado de una variable discreta X que puede tomar los valores xq, x,, ..., se

representa con p o E[X] y se calcula de la siguiente forma:
n=E[X]=x P(X=x)+x, 'P(X=x2)+...=in f(x)

donde f{x) denota a la funcién de probabilidad de X.

Ejemplo: el caso de un dado equilibrado, el valor esperado o media de
X = “resultado del lanzamiento” seria p = 3; sin embargo, en el caso del

dado “trucado” que se muestra en la tabla 3, la media o valor esperado es:

=1 f()+2:F(2)+3-F(3) +4:F(4)+5 F(5)+6-(6) =

:1~l+2~0+3~l+4-l+5~1+6-2:4,167
6 6 6 6 6

e Varianza y desviacidn estandar de una variable discreta: la varianza de
una variable discreta X que puede tomar los valores x1, x,, ..., se representa

con o y se calcula de la siguiente forma:

2 2 2
o’ =(x,—p) P(X=x)+(x—-pn) -P(X :x2)+...:Z(xi —u) - f(x)
donde f{x) denota a la funcién de probabilidad de X. De forma analoga a
como ocurria con los estadisticos muestrales, la desviacion estandar de una

variable es la raiz cuadrada positiva de su varianza, es decir:

o=vo?

Ejemplo: en el caso del dado “trucado” que se muestra en la tabla 3, la va-

rianza es:

2 1 2

o’ =(1-4,167) -~ +(2-4,167) -0+(3—4,167)2%+

\S}

F(4-4,167) L+ (5-4,1677 -1 1 (6-4,167) -2 =3,139
6 6

o)

Y la correspondiente desviacion estandar: ¢ =./3,139 =1,772
La distribuciéon binomial

Una de las distribuciones discretas més usadas en la practica es la distribucién bi-

nomial. Esta distribucion se usa para contestar a preguntas como las siguientes:

¢ Sicada vez que un sistema informatico es atacado por un virus la probabi-
lidad de que el sistema no falle es de 0,76, jcudl es la probabilidad de que

no se haya producido ningtn fallo en el sistema tras cinco ataques?
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e Sicada vez que se consulta una fuente de informacion la probabilidad de que .
Distribucion de Poisson

y la uniforme discreta

ésta proporcione una respuesta satisfactoria es de 0,85, ;cual es la probabili-

dad de que se obtenga alguna respuesta satisfactoria tras tres consultas?

e Sitras la administracion de un fairmaco a un paciente en estado critico la pro-
babilidad de supervivencia de éste es de 0,99, ;cudl es la probabilidad de que
sobrevivan los catorce pacientes criticos que han recibido el tratamiento?

e Sila probabilidad de obtener una concesioén para un proyecto de investiga-
cién es de 0,20, ;cudl es la probabilidad de obtener al menos una concesién
tras tres intentos?

¢ Sicada vez que se trata de encuestar a un transetunte elegido al azar la pro-
babilidad de que responda es de 0,15, jcudl es la probabilidad de que se
consigan obtener ochenta respuestas o mas a partir de una muestra aleato-

ria de ciento cincuenta transetintes?

La distribucién binomial es un modelo estadistico que permite calcu-
lar probabilidades sobre la variable aleatoria X = “ntimero de éxitos con-
seguidos en n pruebas independientes”. Cada una de estas n pruebas es
una repeticion de un experimento aleatorio cuyo resultado es binario

“A

(éxito o fracaso), siendo p la probabilidad de “éxito” en cada prueba y

q =1 - p la probabilidad de “fracaso”.

Cabe observar que la variable X = “ntimero de éxitos en n pruebas indepen-
dientes” puede tomar cualquier valor k entre O y n (ambos inclusive). Se suele
usar la notacion X ~ B (n, p) para indicar que X se distribuye o se comporta
segin una distribuciéon binomial de pardmetros n (namero de pruebas o repe-

“A

ticiones) y p (probabilidad de “éxito” en cada prueba). En tales condiciones,
las probabilidades asociadas a dicha variable vienen dadas por la expresion

matematica siguiente:

. n n-k n n!
Para cualquier kentreOyn, P(X =k) = ko(1- , donde =
d ym P( ) (kjp (1=p) [kj kli(n-k)!

siendoO!=1l=1ynl=n-(n-1) ... 1 paratodon>1.

Se cumple, ademas, que la media (valor esperado) y la varianza de una distri-

bucién binomial son, respectivamente: p=n-p yc?=n-p- (1 -p).

Ejemplo: la probabilidad de que al introducir datos en un formulario web se
cometa un error es de 0,1. Si diez personas rellenan el formulario de forma
independiente, ;cudl es la probabilidad de que no haya mas de un formula-
rio erréneo?, ;jcudl es el valor esperado y la desviacién estandar de la variable

considerada?

Otras distribuciones discretas
muy habituales son la distribu-
cién de Poisson y la uniforme
discreta. Es posible encontrar
en Internet abundante docu-
mentacién sobre éstas y otras
distribuciones discretas asi
como sobre sus ambitos de
aplicacion.

Resultado “éxito”

No debe confundirse el resulta-
do “éxito” de un experimento
aleatorio con el hecho de que
el resultado sea deseable desde
un punto de vista social o sub-
jetivo. Asi, por ejemplo, se po-
dria considerar “éxito” del
experimento aleatorio el fallo
del sistema informético que su-
fre el ataque de un virus.

Observad

La expresion “nl” se lee como
“factorial de n” o “n factorial”.
Asi, por ejemplo, 4!=4-3.2.1
y6!=6-5-4-3.2-1.Sinem-
bargo, 1'=1y 0!l =1.
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Fijémonos en que, en este caso, X = “namero de formularios erréneos en diez
pruebas” y X ~ B (10, 0,1). Ademas, se pide P(X<1)=P(X=0uUX=1)=P(X=0)
+ P(X = 1) (puesto que son sucesos disjuntos). Ahora bien:

10 0 10 10!
P(X=0)=|  |0,1°-(0,9)'° = = (1)(0,3487) = 0,3487
(X=0) (0] (0.9) = 5o V¢ )

Pasos a seguir

10 10! Se sigue la ruta Calc > Probabi-
P(X = 1) = 0,1 .(() 9)9 =—2(0,1)(0,3874)=0,3874 lity Distributions > Binomial (1)

1 ’ ’ 1191™ ’ ’ y se completan los parametros
en la ventana correspondiente
(2). El resultado se muestra en

Por tantO, P(X < ].) = 0,3874 + 0,3487 = 0,7361 Finalmente, n= 10 - 0,1 =1 y (3) Observar que, sien |ugar
6=410-0,1-0,9 = 0,9487. de escoger la opcién Cumulati-

ve probability en (2) se hubiera
escogido la opcién Probability,
el programa hubiera calculado
En la préactica, los calculos probabilisticos anteriores se suelen automatizar con P(X =1) en lugar de P(X <= 1).
Finalmente, para una probabi-

la ayuda de algGn programa estadistico o de analisis de datos. La figura 19 lidad p dada, la opcion Inverse

muestra como se pueden calcular probabilidades de una binomial con ayuda cumulative probability devuelve
aquel valor cde la variable X tal
de Minitab. La figura 20, por su parte, muestra cobmo obtenerlas usando Excel. que P(X <= ) = p.

Figura 19. Célculo de probabilidades en una binomial con Minitab y Excel

Calc Stat Graph Editor Tools Normal...
i Calculatar. .. F...
ig Colurnn Stakistics. ., k..
=3 Row Statistics. .., Unifarm. .
=0 Standardize... 2
Binomial... 1
Make Patterned Data 4 Geometric. .. : . l ]
Binomial Distribution X
Make Mesh Data... Megative Bino
a1i Make Indicator Yariables. .. Hypergeomety " Probability
. % Curulative probability
Set Base. .. Discrete. ..
= ™ Inverse cumulative probability
Random Data » Integer...
Praobability Distributions Baisson. .. Mumber of trials: I 10
Event probability: 0,1

" Input column: I
Optional storage: I

¢ Input constant: |1
Cptional starage:

Cumulative Distribution Function

d

Binomial with n = 10 and p = 0,1 Help oK Cancel I

®x P X L=x)
1 0,736099

ol o v

c1 = & =DISTR.BINOM(1,10,0.1 VERDADERQ)
A | B BB D | E
P(X<=1) | 073609893l
P(X=1) 0,367 42049
P(X=0) 0,34867844

[
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La figura 20 se muestra la funcién de probabilidad asociada a la binomial del
ejemplo anterior. Se observa que, aunque en teoria los posibles valores de la
variable X irian desde O hasta 10 (namero de pruebas), en la practica los valo-
res mayores de 4 tienen probabilidad de suceso practicamente nula (por ejem-
plo, es muy poco frecuente que se obtengan valores superiores a 4). En efecto,
P(X >4) =1 - P(X <= 4) = {usando Minitab o Excel} =1 -0,9984 = 0,0016.

Figura 20. Funcién de probabilidad de una B (10, 0,1)

Funcién de probabilidad

Binominal, n=10, p=0,1

Probabilidad

Las probabilidades anteriores se pueden obtener también mediante el uso de
tablas estadisticas (sin necesidad de usar ningin software). Asi, siguiendo el
ejemplo anterior, la figura 21 muestra como calcular P(X = 1) usando la tabla
binomial. En este caso, X es una B(10, 0,1) y se quiere hallar P(X = k) siendo
k = 1. Para ello, se busca la seccion de la tabla correspondiente a n = 10, y la
interseccion entre la fila k = 1 y la columna p =0, 1.

Calculo de probabilidades

Resulta facil encontrar en In-
ternet abundantes documen-
tos que explican con todo
detalle el uso de tablas para
calcular probabilidades. En la
medida de lo posible, sin em-
bargo, conviene automatizar
los célculos mediante el uso
de software.
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Figura 21. Célculo de probabilidades binomiales mediante tablas
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6. Distribuciones de probabilidad continuas

Al inicio de este mo6dulo se defini6 el concepto de variable cuantitativa conti-
nua como aquella variable cuantitativa que podia tomar un ntimero infinito
(no contable) de valores distintos. Asi, un ejemplo de variable continua seria
X = “tiempo que se tarda en desarrollar un portal web”, ya que esta variable

puede tomar un valor real cualquiera entre O e infinito.

A diferencia de lo que ocurria con las variables discretas, cuando se trabaja con
variables continuas no es posible definir una funcién de probabilidad que
asigne probabilidades a los distintos valores de la variable: si X es una variable
continua, X puede tomar un namero infinito (no contable) de valores, por lo
que la probabilidad teérica de que la variable X tome un valor concreto x es
siempre 0, es decir: P(X = x) = 0 para cualquier valor x de X. Si es posible, sin
embargo, asignar probabilidades a intervalos de valores. Por ejemplo, si el 51%
de los portales web tardan en desarrollarse entre 240 y 258 horas, entonces
P(240 < X < 258) = 0,51. Para describir la distribucién de probabilidad de una
variable continua se sigue usando la funcién de distribucién (aunque con al-
gan matiz nuevo) y, ademas, se usa también la llamada “funcién de densidad”
en lugar de la funcion de probabilidad tipica de variables discretas:

La funcién de densidad de una variable continua X es una funcién f{x)
tal que la probabilidad de que X tome un valor en un intervalo (a, b) coin-
cide con el area “encerrada” por dicha funcion entre los extremos de dicho
intervalo (figura 22), es decir: P(a < X < b) = area bajo f(x) entre a y b.

La funcién de distribucidn de X es aquella funcién F(x) que asigna a
cada posible valor x de X su probabilidad acumulada de ocurrencia (fi-
gura 23), es decir, F(x) = P( X < x) = area bajo f(x) desde —o (menos infi-
nito) hasta x.

La figura 22 muestra la funcién de densidad de una variable con distribucién
simétrica y centrada en el valor 250 (puesto que la funcion es totalmente si-
meétrica la media y la mediana coinciden en este punto). Se observa también
el drea encerrada bajo funcion de densidad entre los valores a = 240 y b = 258.
Esta area corresponde con la probabilidad siguiente: P(240 < X < 258). Por su
parte, la figura 23 muestra la funcién de distribucion asociada a la misma va-
riable. Nuevamente se aprecia la simetria con respecto al valor central, asi
como el hecho de que la funcién de distribucién va creciendo conforme va
acumulando probabilidades, pasando del valor O en su extremo izquierdo al
valor 1 en su extremo derecho. A partir de esta gréafica se pueden estimar vi-
sualmente probabilidades acumuladas, por ejemplo: P(X <= 260) sera un valor
muy cercano a 0,8.

Nota

En variables continuas, puesto
que P(X = x) = 0 para cualquier
valor x de X, se cumplira que:
a) P(X<x)=P(X<x)
b) P(X > x) = P(X > x)

Nota

La funcién de densidad f(x)
siempre es positiva y “encie-
rra” un érea total de 1.

Atencion

Observar la equivalencia entre
los conceptos de “probabili-

dad” y “area”.
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Figura 22. Funcién de densidad de una variable continua y area encerrada

Funcién de densidad f(x) y area encerrada entre 240 y 258

0,030

- P(240 < X < 258)

&
0,025+

0,020+

Densidad

0,015+

0,010+

0,005 -

0,000

240 250 258
X

Figura 23. Funcién de distribucién de una variable continua

Funcion de distribuciéon

SRS Gl STE AR La funcién de distribucién es
una funcién acumulativa de
probabilidades y, por tanto, es
siempre creciente, pasando de
0 (extremo izquierdo) a 1 (ex-
tremo derecho).

Probabilidad

Parametros descriptivos de una distribucion continua

En el caso de distribuciones continuas, la forma de calcular los parametros es

Atencion
similar a la empleada para distribuciones discretas, si bien ahora los sumato-
. . . . .. L. L. Aunque en la practica se hara
rios se sustituyen por areas (integrales definidas en términos matematicos) en- uso de programas estadisticos
para hacer los célculos, es im-
tre dos extremos:

portante conocer qué concep-
tos se usan para definir cada

¢ Media o valor esperado de una variable continua: la media o valor espe- tipo de parametro.

rado de una variable continua X se representa por p o E[X] y se calcula de
la siguiente forma:

u = E[X] = area total bajo “x - f (x)" = _E:X “f(x)dx

donde f(x) denota a la funcion de densidad de X.
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e Varianzay desviacion estandar de una variable continua: la varianza
de una variable continua X se representa por o2 y se calcula de la si-
guiente forma:

2 _ 4 s 2. n_ ™ Y
c“ = area total bajo “(x - W* - f(x)” = L (x—p) - f(x)dx
donde f{x) denota a la funcion de densidad de X. Como siempre, la des-

viacioén estandar de una variable es la raiz cuadrada positiva de su va-

rianza, es decir:
o= GZ

La distribucién normal o gaussiana

La distribucién normal o gaussiana es la distribucién tedrica més importante.
Muchas variables continuas siguen una distribucién normal o aproximada-
mente normal. Otras variables continuas y discretas también pueden, en de-
terminadas circunstancias, ser aproximadas mediante una distribucién
normal. La normal, ademas, es una distribucién clave en la estadistica inferen-
cial ya que algunas de sus propiedades se utilizan para obtener informacién
sobre toda la poblacién a partir de informacién sobre una muestra.

La forma concreta de una distribucién normal viene caracterizada por dos pa-
rametros: la media, pu, que define donde se sittia el centro de la funcién de den-
sidad, y la desviacion estandar, o, que define la amplitud de la funcién de
densidad. Cuando una variable continua X sigue una distribucién normal, se
suele representar por X ~ N (i, o).

Las figuras 22 y 23 muestran, respectivamente, la funcién de densidad y la
funcién de distribucién de una normal con media p = 250 y desviacién estan-
dar ¢ = 13. La figura 24 muestra las funciones de densidad para dos distribu-
ciones de tipo normal con pardmetros {u = 5, 6 = 3} y {u = 10, o = 5}
respectivamente. Se observa que la funcién de densidad de la normal tiene for-
ma de “campana de Gauss”, elevada en el centro (el valor medio o esperado)
y con dos colas simétricas en los extremos. Es de destacar, ademés, como cada
una de las curvas esta centrada en su media, asi como el hecho de que la curva
es mas ancha cuanto mayor es la desviacion estandar.
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Figura 24. Funciones de densidad asociadas a sendas normales

Funcion de densidad
Normal

Media Desv. est.
—5 3

0,12 - —_—10 5

0,08

Densidad

0,06 -

0,04 -

0,02 -

0,00

Como en cualquier otra funcién de densidad, el area total encerrada bajo
la curva es de 1. En la practica eso significa que para cualquier valor x de X,
P(X > x) =1 - P(X < x), es decir, el area a la derecha de un valor es el area
total (que vale 1) menos el 4rea a su izquierda y viceversa (figura 25). Ade-
maés, puesto que la normal es una distribucién simétrica con respecto a su
media, el drea “encerrada” por una cola es igual al area “encerrada” por la
cola opuesta (figura 26).

Figura 25. El area total de una funcién de densidad es 1

Funcion de densidad
Normal, media = 250, desv. est. = 13

250

0,030 -

0,025 -

0,020 + 1-0,350

0,015 -

Densidad

0,010 -

0,005 -

0,000

250255
X
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Cualquier distribucién normal cumple ademas la llamada regla 68-95-99,7
segln la cual el intervalo (u - o, u + o) contiene aproximadamente el 68% de
las observaciones, el intervalo (u - 20, u + 26) contiene aproximadamente el
95% de las observaciones y el intervalo (u - 3o, 1 + 30) contiene aproximada-
mente el 99,7% de las observaciones. Asi, por ejemplo, si X ~ N (250,13) se
puede afirmar que un 68% de las observaciones de X estaran en el intervalo
(237, 263), un 95% de las observaciones estaran en el intervalo (224, 276) y
un 99,7% de las observaciones estaran en el intervalo (211, 289). Observad,
por tanto, que serd altamente improbable encontrar valores de X fuera de este
altimo intervalo.

Figura 26. Dos colas simétricas “encierran” la misma area

Funcion de densidad
Normal, media = 250, desv. est. =13

250
I

0,030 A

0,025 -

0,020 -

0,015 -

Densidad

0,010 A

DO0%! 0,124

0,000 -
235 250 265

De entre las infinitas distribuciones normales que se pueden considerar va-
riando los pardmetros u y o conviene citar la llamada normal estandar, que
tiene por parametros u = 0y o = 1. En otras palabras, una variable continua Z
se distribuird segiin una normal estandar, Z ~ N (0,1), si su funcién de densi-
dad es la de una normal centrada en el origen y con desviacién estandar uni-
taria. Esta distribucion normal estandar se suele usar bastante en estadistica
inferencial y también cuando se desean calcular probabilidades de una normal
cualquiera mediante el uso de tablas de probabilidades ya calculadas.

En efecto, dada una variable normal cualquiera, X ~ N (u, ©), es posible apli-
carle un proceso de estandarizacidn para obtener una normal estandar Z.
Esto se consigue restando a la variable X su media p (con lo que la funcion
de densidad se desplaza a lo largo del eje x hasta que queda centrada en el
origen) y dividiendo el resultado por su desviacién estandar ¢ (con lo que
la nueva variable tendra una desviacién estandar unitaria), es decir:
Z= Xow N(0,1). Este proceso de estandarizacion permite, entre otras co-
c
sas, calcular probabilidades para una normal cualquiera a partir de las ta-
blas de probabilidades precalculadas que existen para la distribucion
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normal estdndar, lo que evita el tener que resolver integrales cada vez que
se desea obtener una nueva probabilidad. Supongamos, por ejemplo, que
X sigue una N(1.500, 100) y se desea obtener P(X < 1.400) mediante el uso
de tablas. El primer paso consiste en estandarizar los valores:

P(X<1.4OO):P(X_X < 1'400‘Xj:p(z<w
(o)

s 100 ):P(R_l)

En otras palabras, se desea calcular el area a la izquierda del valor -1 en una
normal tipificada o estdindar. Normalmente, la tabla de la normal estandar, Z,
ofrece areas (probabilidades) a la izquierda de valores positivos, por lo que re-
sultard necesario hacer una pequefia transformacién teniendo en cuenta que:
(a) por simetria de la normal estdndar, el area (probabilidad) a la izquierda de
un valor negativo k es igual al area (probabilidad) a la derecha del correspon-
diente valor positivo, k| (p. €j., P(Z<-1)=P(Z > 1)), y (b) el rea (probabilidad)
total encerrada bajo la curva es 1 (p. ej., el 4rea a la izquierda de un valor més
el area a su derecha suma 1, por ejemplo: P(Z < 1) + P(Z > 1) = 1). Teniendo en
cuenta lo anterior, se deduce que P(Z<-1)=P(Z>1)=1-P(Z < 1) = {ver tabla
figura 27} =1-0,8413 = 0,1587.

Figura 27. Célculo de probabilidades en una normal mediante tablas

,00 ,01 ,02 ,03 ,04 ,05
0,5 0,6915| 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422
0,7 0,7580( 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734
0,8 0,7881( 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023
0,9 0,8159| 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289
1,0 0,8413| 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531
1,1 0,8643 | 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749
1,2 0,8849 | 0,8869 0,8883 0,8907 0,8925 0,8944
1,3 0,9032 | 0,9049 0,9066 (,9082 0,9099 0,9115
1,4 0,9192| 0,9207 0,9222 09236 0,9251 0,9265

Por otra parte, también es posible automatizar el calculo de probabilidades de
una normal cualquiera mediante el uso de programas estadisticos, con lo que
se elimina asi la necesidad de resolver manualmente las integrales indefinidas
o de tener que usar tablas de probabilidades precalculadas. La figura 28 mues-
tra como obtener probabilidades de una normal con Minitab. En concreto,
para una normal con media p = 1.500 y desviacion estandar o = 100, se obtiene
que P(X < 1.400) = 0,158655. Asimismo, la figura 28 muestra como se han ob-
tenido con Minitab y Excel algunas probabilidades para la misma variable. Es
preciso observar que P(X < 1.500) = 0,5, lo cual es logico puesto que 1.500 es

la media y, a la vez, la mediana de la distribucién normal.

Nota

Notar que para hallar P(Z <
1,00) usando la tabla se ha de
buscar el valor interseccién en-
trelafila1,0y la columna 0,00
(dado que 1,00 = 1,0 + 0,00).
Si se pidiese P(Z < 1,24), en-
tonces habria que buscar la in-
terseccién entre la fila 1,2 y la
columna 0,04 (dado que 1,24
=1,2+0,04), con lo que se ob-
tendria el valor 0,8925.
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Figura 28. Célculo de probabilidades en una normal con Minitab y Excel
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Ejemplos de aplicacion de una normal

Segin un estudio realizado por el Ministerio de Educacion, el namero de
horas anuales que dedican los nifios espafioles a ver la television es una va-
riable aleatoria que sigue una distribucion normal de media 1.500 horas y
desviaciéon estandar de 100 horas. ;Qué porcentaje de nifios dedican entre
1.400 y 1.600 horas anuales?

En este caso, X ~ N (1.500,100) y se pide P(1.400 < X < 1.600). Por la regla
68-95-99,7, se tiene que la probabilidad anterior sera, aproximadamente, del
68% (yaque p—o=1.400y p + o =1.600). Para calcular de forma mas exacta
dicha probabilidad, conviene notar que P(1.400 < X < 1.600) = P(X < 1.600)
— P(X < 1.400), es decir: el area entre 1.400 y 1.600 coincide con el area a la
izquierda de 1.600 menos el area a la izquierda de 1.400. Las probabilidades
anteriores se pueden calcular usando cualquier programa estadistico (p. €j.:
Minitab o Excel), y resultan: P(X < 1.600) = 0,8413 y P(X < 1.400) = 0,1587,
por lo que la probabilidad buscada es de 0,6827, es decir, un 68,27% de los

nifios dedican entre 1.400 y 1.600 horas anuales a ver la television.

Pasos a seguir

Se sigue la ruta Calc > Probabi-
lity Distributions > Normal (1) y
se completan los parametros en
la ventana correspondiente (2).
El resultado se muestra en (3).
Observar que, si en lugar de es-
coger la opcién Cumulative pro-
bability en (2) se hubiera
escogido la opcién Probability
density, el programa hubiera
calculado el valor de la funcién
de densidad en x = 1.400 en lu-
gar de P(X < 1.400). Finalmen-
te, para una probabilidad p
dada, la opcién Inverse cumula-
tive probability devuelve aquel
valor ¢ de la variable X tal que
P(X <) =p.
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¢ En base a los datos del Instituto Nacional de Estadistica (INE), el sueldo me-
dio anual de un trabajador es de 26.362 euros. Suponiendo que dichos suel-
dos sigan una distribucién normal con una desviaciéon estdndar de 6.500

euros, ;cudl sera el porcentaje de trabajadores que superen los 40.000 euros?

En este caso, X ~ N (26.362,6.500) y se pide P(X > 40.000). Observar que,
puesto que el drea total bajo la curva normal es 1, P(X > 40.000) =1 - P(X
< 40.000) = {Minitab o Excel} =1 -0,9821 = 0,0179, es decir, s6lo un 1,8%
de los trabajadores superarian la cifra de los 40.000 euros anuales.

¢ El tiempo que se emplea en rellenar un cuestionario en linea sigue una dis-
tribucion aproximadamente normal con una media de 3,7 minutos y una
desviacion estandar de 1,4 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que se tar-
de menos de 2 minutos en responder a dicho cuestionario? ;Y de que se
tarde mas de 6 minutos? Hallad el valor ¢ tal que P(X < ¢) = 0,75 (percentil
75 de la variable).

En este caso, X ~ N (3,7, 1,4). En primer lugar, P(X < 2) = {Minitab o Excel}
=0,1131, es decir: un 11,31% de los individuos que respondan el cuestio-
nario emplearan menos de 2 minutos en hacerlo. Por otra parte, P(X > 6) =
1 - P(X < 6) = {Minitab o Excel} = 0,0505, es decir, un 5% de los individuos
tardardn mas de 6 minutos en responder el cuestionario. Finalmente, para
hallar el valor ¢ tal que P(X < ¢) = 0,75 se debe usar la opcion Inverse cumu-
lative probability de Minitab (o su equivalente en Excel), con lo que se ob-
tiene un valor aproximado de 4,64 minutos, es decir el 75% de los
individuos tardan menos de 4,64 minutos en completar el cuestionario (o,

dicho de otro modo, el 25% tardan mas de 4,64 minutos en hacerlo).
Las distribuciones t-Student y F-Snedecor

Ademaés de la normal, hay muchas otras distribuciones de probabilidad conti-
nuas que se suelen usar en estadistica inferencial. Una de ellas es la llamada
distribucién t-Student, y otra es la llamada F-Snedecor. Ambas se presentan a

continuacion:

La distribucién t-Student es una distribucion simétrica y centrada en el origen
(es decir, su media y su mediana son 0). Esta distribucién se caracteriza por un
parametro llamado grados de libertad o df (degrees of freedom), siendo df > 2.
En la practica, df =n — 1, donde n es el tamafio de la muestra que se esté ana-
lizando. La figura 29 muestra diversas funciones de densidad de las ¢-Student,
cada una de ellas asociadas a un valor concreto del parametro df. Se observa
como la t-Student se asemeja cada vez mas a una normal estindar conforme

se va incrementando el pardmetro grados de libertad.

Grados de libertad

En estadistica, el concepto de grados de libertad asociados a un conjunto de datos se puede
interpretar como el nimero minimo de valores que se necesitaria conocer para determinar
dichos datos. Asi, por ejemplo, en el caso de un muestra aleatoria de tamario N, habria N gra-
dos de libertad (no se puede determinar el valor de ninguno de los datos incluso aunque se
conociese el valor de los N — 1 restantes). Sin embargo, un conjunto de N datos de los cuales
se conozcan N — 1, la media muestral tendria N — 1 grados de libertad (fijados los valores de
los N -1 datos y de la media, quedaria ya fijado el valor desconocido restante). Asi, si tenemos
un conjunto de 3 observaciones de la variable X, x; =2, x, =-2 y x3 = a (desconocido), y sa-
bemos que la media de los tres valores es 0, necesariamente a = 0.
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Figura 29. Funciones de densidad de t-Student segln df

Funciones de densidad para t-Student (3), t-Student (10) y N(0,1)

0,4 - Variable
—ff = 3
— df=10
Normal (0,1)
0,3 1
S
= 02+
>
0,1 4
0,04
1 1 I I I
-5,0 -2,5 0,0 2,5 5,0
X

Por su parte, la distribucién F-Snedecor es otra distribucién continua. La
F-Snedecor siempre toma valores no negativos (es decir, una variable que siga
dicha distribucion s6lo puede tomar valores iguales o mayores a 0, nunca va-
lores negativos). Ademas, esta distribucién no es simétrica, sino que esta ses-
gada a la derecha (figura 30). Asi como la normal venia caracterizada por dos
parametros, p (media) y o (desviacion estandar), la F-Snedecor también se ca-
racteriza por dos pardmetros: los grados de libertad del numerador, df1 y los
grados de libertad del denominador, df2. Al igual que ocurria con la t-Stu-
dent, para cada valor de estos parametros se obtiene una funcién de densidad

distinta y, por tanto, una distribucion F-Snedecor distinta.

Figura 30. Funciones de densidad de t-Student segin df1 y df2

Funciones de densidad para varias F-Snedecor
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Para calcular probabilidades asociadas a una t-Student o a una F-Snedecor,
pueden usarse programas estadisticos o de andlisis de datos (Minitab, Excel,
etc.) de forma analoga a como se hacia en el caso de la normal. Asi, por ejem-
plo, si X es una variable aleatoria que sigue una distribucién ¢t-Student con diez
grados de libertad, P(-1,74 < X < 1,74) = P(X < 1,74) - P(X < -1,74) = {Minitab
o Excel} = 0,9438 - 0,0562 = 0,8876 (figura 31).

Figura 31. Probabilidades en una t-Student

P(-1,74) < X < 1,74)
T, df=10

0,888

Densidad

1,74 0 1,74

Finalmente, si X es una variable aleatoria que sigue una distribucién F-Snede-
cor con nueve grados de libertad en el numerador y siete grados de libertad en
el denominador, entonces P(X > 2,5) =1 - P(X < 2,5) = {Minitab o Excel} =1 -
0,8797 = 0,1203 (figura 32).

Figura 32. Probabilidades en una F-Snedecor

P(X > 2,5)
Fdf1=9,df2=7

0,7 4

0,6 -

0,5 -

0,4
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Nota

Notar que P(-1,74 < X< 1,74)
viene representada por el area
marcada en la figura 31

(esto es, el area comprendida
entre los valores 1,74y 1,74).
Para calcular dicha area, se cal-
cula P(X <1,74) (p. €j., el area
alaizquierda del 1,74) y

al valor obtenido se le resta
P(X <=1,74) (p. €j., el area

a la izquierda del -1,74). Para
calcular P(X < 1,74) con Mini-
tab se usa el mend Calc >
Probability Distributions > t...,
especificando los grados de li-
bertad (10 en este ejemplo)

y el valor de la constante (1,74
en este caso). Andlogamente
se obtendria el valor de

P(X <-1,74).

Nota

De forma analoga a como
ocurria en el caso de las distri-
buciones binomial y normal,
también existen tablas que
permiten calcular, sin necesi-
dad de utilizar software

como Minitab o Excel, las pro-
babilidades asociadas a una
distribucién t-Student o
F-Snedecor (ver, p. €j.,
http://www.statsoft.com/
textbook/distribution-tables).
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Resumen

En este mo6dulo se han presentado las técnicas bésicas de la estadistica descrip-
tiva univariante: representacion grafica de datos discretos y continuos, orga-
nizacion de los datos mediante tablas de frecuencias y uso de estadisticos
descriptivos para resumir datos. Conviene recordar que el tipo de grafico, tabla
o estadistico a usar dependera siempre del tipo de variable considerada (cate-
gobrica, cuantitativa discreta o cuantitativa continua), asi como del tipo de in-
formacién que se desee obtener.

Ademas, se ha explicado también el concepto de probabilidad de un suceso,
que desempefia una funcion relevante en el analisis y predicciéon del compor-

tamiento de las variables aleatorias asociadas a fendmenos cotidianos.

Finalmente, se han presentado algunos de los principales modelos matematicos
que se usan para describir, de forma tedrica, el comportamiento de variables
aleatorias: la distribucién binomial, la normal, la t-Student y la F-Snedecor son
algunos ejemplos de dichos modelos. El cilculo de probabilidades asociadas a va-
riables que se comportan segin alguno de estos modelos permite entender mejor
su comportamiento y realizar estimaciones sobre la poblacién de individuos de la

que provienen los datos.
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Ejercicios de autoevaluacion

1) La tabla siguiente resume las respuestas ofrecidas por doscientos usuarios de un portal web
a la pregunta “el nivel de usabilidad del portal es adecuado”:

Respuesta Frecuencia
Totalmente de acuerdo 50
De acuerdo 75
Ligeramente de acuerdo 25
Ligeramente en desacuerdo 15
En desacuerdo 15
Totalmente en desacuerdo 20

Se pide que hagdis lo siguiente:

a) Construir un diagrama de barras que permita visualizar las respuestas obtenidas.

b) Calcular la frecuencia relativa de aparicién de cada respuesta y construir un diagrama cir-
cular para ilustrar dichos valores.

2) La tabla siguiente contiene cuarenta observaciones para el tiempo transcurrido (en horas)
entre el envio de un mensaje a un foro en linea y su correspondiente respuesta.

4,0 3,5 3,1 6,0 5,6 3,1 2,9 3,8
4,3 3,8 4,5 3,5 4,5 6,1 2,8 5,0
5,4 3,8 6,8 4,9 3,6 3,6 3,8 3,7
4,1 2,0 3,7 5,7 7,8 4,6 4,8 2,8
5,0 5,2 4,0 5,4 4,6 3,8 4,0 2,9

A partir de estos datos, debéis hacer lo siguiente:

a) Construir un diagrama de tallos y hojas. Usad 1,0 como unidad de incremento.

b) Construir un histograma.

c) ;/Se observa en los datos algin patrén claro? ;Cudl es la moda de la distribucién de los da-
tos?

3) La tabla siguiente muestra veinte observaciones de la variable aleatoria “ntimero de co-
rreos electronicos recibidos en un dia”.

3,9 3,4 5,1 2,7 4,4
7,0 5,6 2,6 4,8 5,6
7,0 4,8 5,0 6,8 4,8
3,7 58 3,6 4,0 5,6

Se pide que hagéis lo siguiente:

a) Hallar los estadisticos descriptivos de esta muestra. ;Cudnto vale el rango intercuartilico?
(Entre qué dos valores estdn comprendidos el 50% de los datos centrales de la muestra?

b) Construir un diagrama de cajas y bigotes (boxplot). ;Hay algin valor anémalo (outlier) en-
tre las observaciones?

4) Cuando se efecttia un control antidopaje a un atleta que no ha tomado sustancia alguna,
la probabilidad de que el test dé un falso positivo es de 0,006. Si durante una competicién se
efectta el test a un total de 1.000 atletas que estan libres de sustancias, ;cual serd el namero
esperado (promedio) de falsos positivos?, ;cudl es la probabilidad de que el namero de falsos
positivos sea superior a quince?, jqué cabria pensar si aparecen més de quince positivos?

5) De acuerdo con el Instituto Nacional de Estadistica, el 9,96% de los adultos residentes en
Espafia son extranjeros. Con el fin de realizar una encuesta, se pretende contactar con una
muestra aleatoria de mil doscientos adultos residentes en Espafia. ;Cual sera el nimero espe-
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rado (promedio) de extranjeros que contendrd dicha muestra?, jcudl es la probabilidad de
que la muestra contenga menos de cien extranjeros?

6) El tiempo de duracion de un embarazo es una variable aleatoria que se distribuye de forma
aproximadamente normal con una media de doscientos sesenta y seis dias y una desviacién
estandar de dieciséis dias. ;Qué porcentaje de embarazos duran menos de doscientos cuaren-
ta dias (unos ocho meses)?, ;qué porcentaje de embarazos duran entre doscientos cuarenta
y doscientos setenta dias (entre unos ocho y nueve meses)?, ;a partir de cuantos dias se sitdan
el 20% de los embarazos més largos?
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Solucionario

1

a)

Totalmente de acuerdo 50 25,0%
De acuerdo 75 37,5%
Ligeramente de acuerdo 25 12,5%
Ligeramente en desacuerdo 15 7,5%
En desacuerdo 15 7,5%
Totalmente en desacuerdo 20 10,0%
Totales 200 100%
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2)

a)

Stem-and-Leaf Display: precios

Stem-and-leaf of precioz N = 40
Leaf Tnit = 0.10

a & 03ges
13 3 1155667788888
(1l) 4 000135566859
11 3 00244457
4 g 013
1 708
b)
Histograma de precios
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Precios

c) Aunque no parece haber ningin patrén claro en los datos, si se aprecia —tanto en el histo-
grama como en el grafico de tallos y hojas— una cierta forma de campana, con la parte central
maés elevada y unos extremos o colas mas bajas. La moda de este conjunto de datos es 3,8 ya
que, como se aprecia en el diagrama de tallos y hojas, es el valor que més aparece.

3)

a)

Descriptive Statistics: N_e-mails

Variahle N N* Mean S3E Mean StDev HMinimum Ol HMedian
N _e-mails Z0 0 4.310 0.291 1.302 Z2.600 3.750 4. 500

Variahle Maximum
N _e-mails 7.000

3
S.600

El rango intercuartilico es Q3 - Q1 = 5,60 - 3,75 = 1,85. Entre Q1 = 3,75 y Q3 = 5,60 estan
comprendidos el 50% de los datos centrales.
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b)

Boxplot of N_correos electrénicos

N_correos electrénicos

No se observa, en este caso, ningtn valor anémalo (outlier), ya que el grafico no muestra nin-
gan simbolo “*”.

4) En este caso, puesto que el resultado de cada test puede ser “positivo” (con probabilidad 0,006)
0 “no positivo” (con probabilidad 1 — 0,006 = 0,994), la variable aleatoria X = “namero de falsos
positivos en 1.000 pruebas a atletas limpios” sigue una distribuciéon binomial de pardme-
tros n = 1.000 y p = 0,006. En el caso de la binomial, la media o valor esperadoesu=n-p =6, es
decir, cabe esperar que al aplicar el test a 1.000 atletas “limpios” haya seis falsos positivos.

Por otra parte, P(X > 15) = 1 — P(X <= 15) = {Minitab o Excel} = 1 - 0,9995 = 0,0005. Por tanto, si
aparecen mas de quince positivos cabria pensar que muy probablemente no todos ellos sean fal-
SOS.

5) En este caso, la variable aleatoria X = “ntimero de extranjeros en la muestra” sigue una
distribucién binomial de pardmetros n = 1.200 y p = 0,0996. Por tanto, el valor esperado de
extranjeros en la muestraes p=n-p = 119,52, es decir el promedio de extranjeros para las
muestras de esas caracteristicas es de, aproximadamente, 120.

Por otro lado, P(X < 100) = P(X <= 99) = {Minitab o Excel} = 0,0245, es decir, es muy poco
probable que una muestra contenga menos de 100 extranjeros si ésta es realmente aleatoria.

6) Se considera la variable aleatoria X = “dias que dura un embarazo”. Cabe tener en cuenta
que X ~ N (266,16).

P(X < 240) = {Minitab o Excel} = 0,0521, es decir, el 5,2% de los embarazos duran menos de
ocho meses.

P(240 < X < 270) = P(X < 270) - P(X < 240) = {Minitab o Excel} = 0,5987 - 0,0521 = 0,5466,
es decir, el 55% de los embarazos duran entre ocho y nueve meses.

Finalmente, se pide el valor c tal que P(X > ¢) = 0,20, es decir: P(X <¢c)=1-P(X >¢) =0,80 >
¢ = {Minitab o Excel} = 279,47, es decir, el 20% de los embarazos supera los doscientos setenta
y nueve dias.
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